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Na Na úúltima aula vimos...ltima aula vimos...

•• Ondas emOndas em meios dielmeios dieléétricostricos::
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•• EE, para , para asas Eqs.Eqs. de de MaxwellMaxwell serem satisfeitasserem satisfeitas::

 






          







2
2

2
     (4)

ϕ
εµ εµ µ

 ∂ ∂
−∇ + + ∇ ∇ ⋅ + = 

∂ ∂ 

�
� �� � �A
A A J

t t

( )2                                  3)   (
ρ

ϕ
ε

∂ ∇ ⋅
−∇ − =

∂

��
A

t

A
t

ϕ
εµ

∂ 
∇ ⋅ = − 

∂ 

��
2

2
2

A
A J

t
εµ µ

∂
−∇ + =

∂

�
� �

2
2

2
t

ϕ ρ
ϕ εµ

ε

∂
−∇ + =

∂
•• Para ondas EM, oPara ondas EM, o

de de Lorentz Lorentz ::
∴

equações desacopladas!

•• e e ϕϕ não definem univocamente     e     não definem univocamente     e     ⇒⇒ podemos podemos 

escolher escolher ““calibrescalibres”” ((gaugesgauges)) adequados. adequados. 
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•• Que correspondem aos Que correspondem aos potenciaispotenciais retardadosretardados::
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•• Discutimos tambDiscutimos tambéém m maneira alternativamaneira alternativa para se para se 

obter      e    :obter      e    :

•• TempoTempo retardadoretardado ::
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•• Vamos mostrar agora que as expressões dos Vamos mostrar agora que as expressões dos 

potenciais retardados, de fato, potenciais retardados, de fato, são solusão soluççõesões das das 

equaequaçções diferencias desacopladas.ões diferencias desacopladas.

•• Calculando o Calculando o grad.grad. dodo

potencial escalarpotencial escalar::
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•• Agora:Agora:
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•• EntãoEntão::
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•• Seguindo o mesmo procedimentoSeguindo o mesmo procedimento::

•• Lembrando os resultados jLembrando os resultados jáá obtidosobtidos::
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•• Lembrando da Lembrando da eq. diferencialeq. diferencial::
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•• Vou agora calcular   Vou agora calcular   

•• ReescrevendoReescrevendo::

2
0

ˆ ˆ1 1
'

4 V

R R
dV

c R R
ϕ ρ ρ

πε

 
− −=  
 

∇ ∫
�

�

( )

0

',1
( , ) '

4 '

ρ
ϕ

πε
=

−∫
�

�
� �

V

rr

r r

t
tr dV






( ) ( )∇ ⋅ = ∇ ⋅ + ∇ ⋅
� � � � � �

g F g F g F

⇓

( )

2

g ,

ˆ ˆ; R R
F ,

R R

ρ ρ=

 

= 
 

�

�•• Usando que:Usando que:



( )
0

2
ˆ ˆ1 1

4
V

R R

c R R
ϕ ρ ρ

πε

   
∇ = − + ⋅  

 
∇ ⋅ ∇

 
−

 
∫

�
� �

�

2 2

ˆ ˆ
'ρ ρ∇ ⋅ ⋅

   
+   

   
−


∇



� �R R
dV

R R

•• AssimAssim::

( )i ( )ii

( )iii
( )iv( )i

ˆ
∇ ⋅
� R

R

( )2 2 2

 ∂ ∂ ∂ + +
= + + ⋅ 

∂ ∂ ∂ + + 

�� �
�� � xi yj zk

i j k
x y z x y z

2

ˆ 1
∇ ⋅ =
� R

R R
EntãoEntão::

( ) ( )
22 2 2 2 2 2

2

...
1 2

=
+ + +

+−
+

x

x y z x y z

( )
( )

( )

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

23 + +
= −

+ + + +

x y z

x y z x y z

2
= ∇ ⋅ =

�
� R

R



1 1 ˆ
r

t R R
c c

ρ ρ ρ ρ
 

∇ = ∇ = − ∇ = − 
 

� � �
� �� �� ��

2

2
;

rt

ρ
ρ

∂
=

∂
��

2
34

ˆ
( )π δ∇ ⋅ =

� �

R
R

R

( )ii ρ∇
�
�

rtρ ρ∇ = ∇
� �

�((havhavííamos obtidoamos obtido:: ;                     )    ;                     )    

•• Da mesma formaDa mesma forma::
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•• Que corresponde Que corresponde àà eq. diferencial original! Portantoeq. diferencial original! Portanto

éé, de fato, solu, de fato, soluçção!ão!( , )r tϕ
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•• Ou :Ou :

•• SendoSendo::



�
A•• Mesmo procedimento Mesmo procedimento éé utilizado para mostrar que      utilizado para mostrar que      

tambtambéém satisfaz a equam satisfaz a equaçção diferencial correspondente ão diferencial correspondente 

(posso trabalhar com (posso trabalhar com AAxx,, AAyy,, AAzz,, se for conveniente).se for conveniente).

•• Um fato interessante. Se considerarmos os Um fato interessante. Se considerarmos os ‘‘Potenciais Potenciais 

AvanAvanççadosados’’ : : 

• Pode-se mostrar que as Equações de Maxwell (gauge 
de Lorentz), são satisfeitas, mas violariam o “princípio 
da causalidade” (todo efeito tem uma causa).
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Na prNa próóxima aula veremos xima aula veremos ……
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