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• Se o meio for um mau condutor: 
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• Profundidade de penetração:
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• Por outro lado, se o meio for um bom condutor : 
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• A propagação não ocorre em uma 
única direção.
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• Ondas Esféricas (em vácuo)

• Então, para um mau condutor: 02mau ncε
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(animação em 2D)

• E queremos a solução para a eq. da onda:
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• Ainda supondo ondas monocromáticas e permitindo que 

componentes espaciais de      sejam funções de r, θ e φE
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• Veremos agora que esta equação admite solução:

E r= × ∇Ψ
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escalar de Helmholtz:
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• Para mostrar isso, vamos pegar                        e mostrar que 
é solução da Equação de Onda para o campo elétrico
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• Quanto ao termo E−∇ × ∇ ×
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0• Quanto à última parcela:

(eq. escalar de Helmholtz)
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• Usando a Identidade vetorial:
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• Aplicando o rotacional: 
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• Portanto, a equação                            fica: 
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• Para calcular o correspondente, uso a 3a Eq. Maxwell: B
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• Ou seja:                  é solução da equação da onda 

(desde que Ψ satisfaça a equação diferencial escalar de 
Helmholtz:                        ).

E r= ×∇Ψ
� ��

( )
22 / 0cω∇ Ψ + Ψ =

Então:

E
�

( )
2

E

r
c

ω
ψ

=

− ×∇
 

   =     
 

�

��

���

2

2
0E E

c

ω 
∇ + = 


∴



� �

( )i te ω



• Por exemplo, é possível mostrar: 
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( ) 0B r ψ ∇ ⋅ = ∇ ⋅ ∇ × × ∇ = 

� � � �� �

• É Importante observar que estas soluções         encontradas 
não são únicas para um dado valor de 
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• Isto pode ser visto, lembrando que                        :

• Como logo veremos, estas duas soluções possíveis diferem 
pelo fato de     , na 1a situação, em qualquer ponto do espaço, ser 
tangencial à superfície esférica da frente de onda (centrada na 
origem) que inclui aquele ponto.
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• Ou seja,    é ⊥ (transversal) à direção de propagação da onda, 
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• Ou seja,     terá componentes nas direções                 !B
�

, ,
r

ê ê êθ φ

• Assim, solução com      e ≡ Transversal Elétrica

(modo TE); e da mesma forma, com     e     ≡ Transversal 

Magnética (modo TM).
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• Finalmente, para obtermos      e explicitamente, precisamos 

determinar o valor de ψ, resolvendo a equação escalar de 
Helmholtz em coordenadas esféricas:
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• A resolução desta equação é usualmente feita pela técnica de

separação de variáveis onde ( ) ( ) ( )R rψ θ φ= Θ Φ

(no vácuo, n=1)



• Substituindo na equação diferencial e multiplicando as parcelas 
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ii) Equação em θθθθ : Polinômios Associados de Legendre

• Soluções:
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Soluções mais comuns:
( bem conhecidas, ambas de 

ordem � +1/2 )
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Funções de Bessel:

Funções de Neumann:
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• Só para constar, no estudo das Equações de Onda, envolvendo 
radiação, é conveniente definir estas funções (esféricas) em termos de: 
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• Da qual obtém-se então
a Solução TE:
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(e, igualmente, a Solução TM)
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• Por exemplo, para m = 0 (que indica simetria em φ) e ���� = 1:

• Sendo que, em coordenadas esféricas:
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• De forma que:
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• Quanto ao campo magnético correspondente:

2 2 3

1
siniKr i

E re ê
Kr K r

φθ
 

= + 
 

�

0
r r

r

ê ê

ê ê êθ φ

× = 
 

× = 

⇒

⇒

0 2 2 3

0 2 2 3

1 1
2 cos

1 1
sin

r

iKr

iKr

ê
i

B i E e
Kr K r

i i
i E e

r K
ê

r K r
θ

θ

θ

ω

ω

 
= + − 

 

 
− − − 

 

�

1/r ≡ Campo de 
Radiação! 

• Note que     também possui componente em êr !B
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Discutiremos 
com mais 

detalhes na 
próxima aula


