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e Por outro lado, se o0 meio for um bom condutor :
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* Ondas Esféricas (em vacuo)

® A propagacao nao ocorre em uma
unica direcao.

®* E queremos a solucao para a eg. da onda:
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« Ainda supondo ondas monocromaticas e permitindo que
componentes espaciais de | sejam funcoesde r, 8 e ¢

E, = E,(r,0,¢)
E,=E,(r,0,0)

\E¢ =E¢(r,9,¢)

 Substituindo E(7,r)=E(F)e ™ na eq. de onda:
2 ~ . e
o WO = equacao de Helmholtz, que nao €

Vey Br)+ =7 E(r)=0 facil de resolver diretamente

* Veremos agora que esta equacao admite solucao:

IRIRARY  oscalar de Helmholiz "

sendo Y a solugdo da eq. y? \P+(a)




« Para mostrar isso, vamos pegar £ =r X VW e mostrar que
é solucado da Equacao de Onda para o campo elétrico
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« Quanto a ultima parcela: 5 0
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e Portanto, a equacao (V2 E=-VxVXx E) fica:

2
vE=(2] (Tyxr)=( 2] () pxvu | - vE+(2] E=o
C C

. J
4

= eq. diferencial original

e Ou seja: E=7FxVW é solucdo da equacao da onda
(desde que ¥ satisfaca a equacao diferencial escalar de
Helmholtz: VW + (a)/c)z ¥ =0).

e Para calcular o B correspondente, uso a 3% Eq. Maxwell:

= supondo dependéncia temporal (e “ ):

(em = %t - —ia))




 Note que, deste resultado: {E A
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V-B:V-[§x(?x§w)}:0

- E Importante observar que estas solucoes (E, B) encontradas
ndao sao unicas para um dado valor de ¥/

« Por exemplo, é possivel mostrar: -

também sao solucdes para as Equacoes de Maxwell.




« Como logo veremos, estas duas solucoes possiveis diferem
pelo fato de /=, na 12 situacao, em qualquer ponto do espaco, ser
tangencial a superficie esférica da frente de onda (centrada na
origem) que inclui aquele ponto.

* QOu seja, [ € L (transversal) a direcao de propagacao da onda,
enquanto que ; tem componente naquela direcao.

- Isto pode ser visto, lembrando que ¥ =¥(r,0,9):
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e Ou seja, B tera componentes nas direcoes eAr , eAH , €, !

e Assim, solucao com E e B Transversal Eletrica

(modo TE); e da mesma forma, com E' e B'= Transversal

Magnetica (modo TM).




- Finalmente, para obtermos £ e B explicitamente, precisamos

determinar o valor de ¥/ resolvendo a equacao escalar de
Helmholtz em coordenadas esféricas:
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L9 (sin@ij+ - .1 - g I'Z+K2
resin® 6 d¢ l

_I_
or r*sin@ 06 00

(no vacuo, n=1)

» De forma que, obtendo ¥ = E — 7X§W — obtenho E

« A resolucao desta equacao € usualmente feita pela técnica de
separacdo de varigveis onde ¥ = R(r) ©(0) ®(9)




« Substituindo na equacao diferencial e multiplicando as parcelas
por r” sin @ (_ r” sin 9)

ROD ¥

+sin“8K*r =0
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 Note que o 3° termo depende apenas de @ = podemos iguala-

lo a uma constante (m? - por conveniéncia), de forma que:

onde ¢ _ indica que ®
depende apenas de m.
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« Agora, multiplicando tudo por
sin” @

, € agrupando:
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 |gualando a constantes: =/(/ +1) em @ e /(/ +1) emr:
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« Solucgoes:

) Equagdoem @: d = ¢ i4 bem conhecida.

i) Equacao em @: Polinbmios Associados de Legendre
{ | i[smed@””“j{f(ml)— k
sin@ dé do sin” @

I’f”l(u):(l—uz)% j P(u) ; u=cosé@
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i) Equagoes em F: Fazendo Kr e Rg = f_%Zg

g2 4% (42 2—52_ | =quagao
d&’ 2 de Bessel)

Solucdes mais comuns: [ Funcdes de Bessel: Z,= me (Kr)
2

( bem conhecidas, ambas de <
ordem ¢ +1/2) Fungdes de Neumann: Z, = N, Y (Kr)
2

.

« S0 para constar, no estudo das Equagdes de Onda, envolvendo
radiacao, é conveniente definir estas fungoes (esféricas) em termos de:

h,(Kr)=J,(Kr)=xin,(Kr)

T _ |z
J,(kr) = 2Krj“y2(Kr) n,(kr) 2KrN“%(Kr)




jr(P) (17 p)sin p
n,(p) —(1/p)cos p

hy(p) (i/p)e

ji(p) (17 p*)sin p—(1/ p)cos p
n(p) —(1/ p)sin p— (1 )cosp
I (p) ~(1/ p)e * (1+i/ p)

Chamando p = Kr :

* Entdo, a solucao geral p/ y: W, = /Zk Z,(kr)P" (cos Qe

« Da qual obtém-se entao
a Solucao TE:

—

B —LVX(§x§w)
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(e, igualmente, a Solucao TM)




« Por exemplo, param = 0 (que indica simetria em ¢) e £ = 1:
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« Sendo que, em coordenadas esfericas:

oY, ; 10y, .
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=0, por szmema
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e Calculando entao




jsm V) é,

i j ( E, € introduzida para

_I_
Kr K*r’

sin@ é, tornar a funcdo dimen-
sionalmente correta )
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* Quanto ao campo magnético correspondente: {B=——VXE
@

r 1 IKr 1
b= ZEEOe K> T r 1/r = Campo de
Radiacao!

Discutiremos
com mais
detalhes na
proxima aula

= sin@ é
> K 0
Krj

- Note que B também possui componente em e !




