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Ondas Esféricas (em vicuo)

Neste caso, propagacao ndo ocorre em uma Unica dire¢io, e queremos procurar solugao
adequada para a equacdo da onda:

.
Vﬁ17%%f=0 (vécuo)

Sendo que, novamente, E(F,t)=E(r,0, @)e”™, supondo ondas monocromiticas e permitindo

que componentes espaciais de E sejam fungdes de r, 8¢ ¢.

E, =E,(r,0,9)
Ou seja Eg = Eg(”, 6,9)
E,=E,(r.6.9)

Substituindo E(7,7) = E(F) e na equacdo de onda, obtemos:

V2, E(F)+2 E(7) =0 (1)
' c

: Equacdo de Helmholtz que ndo é |
| facil de resolver diretamente |



e Vamos ver, porem, que esta equacio admite solugdo: | E FxVYP |, 2)

2
sendo ¥ a solucdo da equacio escalar de Helmholtz: | V> + (Qj ¥Y=0 3)
G

e O primeiro termo da equacdo (1) pode ser escrito como:

V2E=-VxVXE+ (VE):O 4)

Sendo que ?(VE) =0, pois V-E=0 para E =7xVe (ver apéndice).

Quanto ao termo —?x?xi, temos que WE:%{?WWJ.
%f__/

Utilizando a identidade vetorial: Vx(ﬁ G)z(V@)ﬁ+(V~F)G+( V)F+(FV)G

(i) (iii) (iv)
@ 2
. V- (Vy)=Vy =(daeq. 3)——(—) v
° V.i=3 (ver apéndice)
o : (?w-?)? = ?l//, pois: (GV)F =G|, para qualquer vetor G, uma vez que:

(G-V)F=|G 946 %4 2 (xé +yé +zé ):G ¢ +G é +G é =G
Xodx Ydy 20z X x Tx Xx yx zx

Quanto a dltima , usando a Identidade Vetorial:
?(}7-6) (F- V)G+F>< ? é) (G ?)F+Gx(?xﬁ)

v[r.gzj(f.v)w+(wv)f+(vxw) (v J
F G (€’ 0 que temos) v v =0
\ oo
pois (G-V )i =G
2
o Assim: V (—j Fy-3Vy+Vy-V(i-Vy)+Vy =
ARG SRS AU SRS 4

2
= (tirando o rotacional)= VxVXE = —(% Vx(ry) - ?X(vw) VX[ (r VW)}
=V y/)XF+l//Z}£ =0 =0 (rot do grad)
=0



e Portanto, a equacido (4) pode ser escrita:

2
vzﬁz(fj Vyxi | = VE*( jE 0
I\ Faao <

=eq.(1)!
e Ouseja, E= ?xvq) ¢ solucdo da equagdo da onda, desde que ¥ satisfaca a equacdo diferencial
escalar de Helmholtz.

e Para o cilculo do B correspondente, podemos usar a 3* Equacio de Maxwell:

e Observe, desta equagio, que V-B=V- [VX( Vl//)} 0 .. V-B=0

e Observe que estas solugdes E, B encontradas nio sdo dnicas para um dado valor de y!

e Podemos inverter e mostrar que

E':%?X(FXW//)

também sdo solu¢des para as Equagdes de Maxwell.

e Logo veremos que estas duas solucdes possiveis diferem pelo fato de E, na 1° situacdo, em
qualquer ponto do espaco, ser tangencial a superficie esférica da frente de onda (centrada na
origem) que inclui aquele ponto.

e Ouseja, E é L (transversal) a direcio de propagacio da onda, enquanto que B tem componente
naquela direcao.

¢ [sto pode ser visto, lembrando que ¥ =w(r,0,9), de forma que
- L = 0 5 1 0 5 1 0
E:rXVesf'w:(/e )x[ v v Ve J =
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e Agora, se eu for calcular B, devo obter o Vs X E (ndo tenho componente E,):
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* Ouseja, B poderd ter componentes nas diregdes é,, é,, é¢!

¢ Entdo, solugdo com E e B=Transversal Elétrica (modo TE) e, pelo mesmo motivo,

E’ e B’ = Transversal Magnética (modo TM).

e Agora, para obtermos E e B explicitamente, precisamos determinar o valor de y; resolvendo a
equacao escalar de Helmholtz em coordenadas esféricas:

1 0 ,0w 1 8(. 8) 1 v _, new

——|rr=1+ — 0— |[+—— +Ky=0[; K=—(n=1=v4 )

7 ar(r arj Psin00\ " 00) rsn’@ag o (n=1 = vicuo)
{obtendo ¥ = calculo E = FX%q) = depois obtenho B : B = (—i/®)VXE }

® A resolucdo desta equagdo € usualmente feita pela técnica de separacdo de varidveis pela qual
consideramos:

¥ =R(r) ©(0) P(9)
r?sin @ _ rsin @ )
ROD 74

e Substituindo na equacio diferencial e multiplicando as parcelas por

+sin’ 9K*r* =0

sin* @ o [ 2E)R) sin@ o ( . 8@) 1 0°®
—| r— |+———| sinf— |+—
R or\' or ® J96 00 ) @ a¢’

e Note que o 3° termo depende apenas de ¢ = podemos iguald-lo a uma constante (m?, por
conveniéncia), de forma que:

d’®,
d¢’

+m’® =0 (P, indica que P depende apenas de m).

¢ Substituindo entdo o 3° termo da eq. diferencial por (—m) e multiplicando tudo por (;29) :
sin
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Li(rza—Rj+K2r2+i ! i(siné’a—@j— r
R or or ®sinf 00 060 ) sin’@

(depende apenas de r) (depende apenas de 6)

e [gualando as componentes acima as constantes: —((/+1) em 8 e +/(/+1) em r:

90 2
1 0 (smeﬁj{wﬂ)—_m—m}@&m=o
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sin@ 06 08 in

d( ,0R, 5 5 B
g(r a—r/)—[wﬂ)—K R, =0
e Solucdes:

timg

i) Equacdoem ¢: @, =e ", jd bem conhecida

i1) Equacdo em @: Polinomios de Legendre (P, (cos®)) para m = 0 e, para m

arbitrario (m < /): solucdes correspondem aos Polindmios Associados de Legendre:
my d" P, (u) |,

du” |
(os polindmios sdo tabelados!)

P["’(u)z(l—uz) u=cos@




iii) Equacdes em r: Fazendo Kr=¢ e R, ={ iz PE

d’z dz 2 3
gz Y;+ gd_gj_[(“%) - ;z}zz =0| (= Equacdo de Bessel)

Fungdes de Bessel: Z, = J/+y (Kr)
/2

e Solugdes: (ambas de ordem /+1/2)
Fung¢des de Neumann: Z, = N“y (Kr)
2

® No estudo das Equacdes de Onda é conveniente definir estas fungdes (esféricas) como

. T T
Ji(Kr)= f%J“%(Kr) eln,(Kr)= /ENH%(Kr)

que sdo solucdes da equagdo diferencial radial (ver forma explicita no Reitz-Milford, pg. 364).

¢ Portanto, a solugdo geral p/ y: |y, , = /% Z,(Kr) P"(cos 6) i\
r
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=FxVy

de onde obtém-se a Solu¢do TE: i = (e, igualmente, a Solucdo TM).

Z—BVX(VXVW)
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® Por exemplo: Para m =0 (simetriaem @) e /=1: y, = KLEW (IJFKLJ cosd
r r

; sendo que, em coordenadas esféricas:

N _al/fl,oA 10y, . 1 al/ﬁ,/A
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—

simetria

e Entdo: (ver apéndice)

a l// a eiKr ieiKr l-KeiKr eiKr Keikr eiKr
T+ — |cosO= - 2i T |cosd
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Assim: E=FxVy=ré xVy= .8, =0 —/e”{’( ! ‘ Jsin&é
’ X % I(’,./Z K2 22 (4

— . 1 1
iKr . A
E= E (E+WJSIHQE¢

(Eo foi introduzido para tornar a funcdo dimensionalmente correta)

VXE =

Quanto ao campo B correspondente: B = -
w

- a1 i i a0 1 [ . .
= |B=—E,e ——— |2cosf é. —E "' | ———————|sinf ¢
o " (Kr2 K2r3j T e (r Kr? K2r3j ?

(note que E também possui componente em é,_l.)

Posteriormente veremos que estes sdo justamente os campos TE produzidos por um dipolo
magnético irradiante.

. 1 - qe
Veremos também que somente os termos « — de E e B contribuirdo para os campos de onda
r

eletromagnética irradiada!

Apéndices

(®)

V‘E:v‘(?wi):—v‘(vl//x?) = usando a identidade:

= V-E=-V.[Vx(fy)] .+ V-E=0

div do rot=0, sempre!

(ii)

ﬁ_’j:[ié +ié‘+aiej(xe +ye +Ze) gi gﬁ gi 3

(iii)

iKr iKr
W, =—2¢e""| 1+— |cos@ =——cos @ +i——cos b
r r r
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or Kr s r r
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T sin @ s—siné
08 Kr r
= i 2 2i . 1
Vi, =" | ———5———[cos8 ¢ - | —+—— |sinb ¢,
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