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DIFRACAO

1. Difragao de Fraunhofer de fenda simples

Suponha uma fenda simples, de largura a e
comprimento  muito longo, sendo iluminada por luz
monocromatica plano polarizada, de comprimento de
onda A, em incidéncia normal. De acordo com o
principio de Huygens, cada ponto da frente de onda
que atinge a fenda é considerado como fonte

puntiforme de ondas secundarias e assim, a fenda

iluminada pode ser considerada como sendo uma

distribuicdo de irradiadores elementares que emitem luz
em todas as direcoes.

Em nosso estudo, ao invés de tratar as fontes como puntiformes, iremos considera - las como
resultantes da divisdo da fenda em N partes iguais, onde N >> 1. Como estamos interessados em
estudar o comportamento da luz em um ponto P, tragamos as retas ry, r,...ry que ligam os irradiadores a
este ponto.

Seja E,, a amplitude da onda que atinge a fenda. A luz em P, gerada por aquelas fontes sera
representada pelos vetores:

A E; = AEn(r)) cos(k 1y - o t) &
A E5= AEq(ry) cos(k 1 - o t) & (1)

AEN = AE(ry) cos(kry - o t) éy
onde &, é,... &y representam os vetores unitarios perpendiculares as retas ry, r,...ry.

Cabem aqui algumas observagées. Em primeiro lugar, como estamos supondo que as ondas
que atingem a fenda s&o planas, isto implica que todas as fases dos campos AEi sdo iguais, uma
vez que todos os pontos da fenda sao atingidos simultdneamente por uma mesma frente de onda. Por
simplicidade fizemos nulas estas fases. Em segundo lugar, as ondas que atingem o ponto P sdo

esféricas, de modo que suas amplitudes, AE(r;), dependem da distancia r;. Contudo, se considerarmos

que o ponto P ndo esteja muito afastado de O, entdo podemos supor que esta amplitude n&o difere



essencialmente daquela do ponto O. Por outro lado, sabendo-se que a amplitude da onda que atinge a
fenda é E;, e como dividimos a fenda em N partes iguais, € razoavel supor que a relagédo entre E,, e
AE(r;) seja:

En=NAEq() =N AE,, (2)

O campo total em P sera igual a soma vetorial dos campos A E; . No entanto, como estamos

na condicdao de Fraunhofer, isto € D >> a, os vetores &; serdo todos paralelos entre si e a soma vetorial
podera ser trocada por uma soma escalar.

Antes de efetuarmos esta soma, vamos modificar a equagédo (1) para que a operagdo seja
facilitada. Observe que podemos escrever:

r=ri+(ri-rq), i=1,2,3,...N (3)
Mas o que significa geométricamente as diferengas de caminho (r; - r4)? Para visualizamos isto,

vejamos o que ocorre quando N = 5.
Observe na figura ao lado que :

.
r,-ry=(al4) sen 0 !

r
rs-r1=2(ald)sen 0 =2 (r- 1) T"T'"T"é/_sz" r:
r,-ry=3(ald)sen 0 =3 (rp-ry) 3a/4 Z?ﬁ___:_:: ” -
rs-ri=4(al4d)sen0=4(rp-ry) [ S -~ )

Assim, para uma fenda com um ‘L ----------------------------------------------

numero N de irradiadores, podemos escrever
genericamente :  (ri-rq) =(i-1) (r2-ry), i =
1,2,3...
Em particular, se i = N, entdo (ry-r1) = (N-1) (rp-ry) =asen6 (4)
Definimos uma fase A¢, tal que A¢p = k (rp - ry). Definimos também ¢ =k (ry - ry) e é facil verificar que
a relagéo entre ambas é:
d=kasen®=(N-1)Ap=k(ry-rq) (5)
Podemos agora reescrever novamente as equagodes (1) na forma
AE4= AE,, cos(kri-ot)
AE,= AE, cos(kry - o t + Ad)
AEN; Além cos(k'n -ot+ (N-1) Ad)
O campo em P sera a soma de todos estes campos. Para efetuarmos este calculo, iremos utilizar

novamente o campo complexo:

AE; = AE ej(k rl_whwp"), onde AE;=Re{AE;}

m
Observe que ¢; = (i - 1) Ap, de modo que devemos ter:

AE, = AE .ej(k 1 —@.1) ej(i—l)A¢ = AE, ej(i—l)Aqﬁ i =12.N

m

O campo total sera entao:



N N
E= ZAE,. = AEIZej(i_l)A‘/’ —AE; Sy, onde Sy =1+e/20 42700 4 4o/ (N-DAS

i=1 i=1

N .
Esta soma é dada por: Sy = a, (? _1;) ,ondea;=1e qg= e/A? . Assim,
q —
(ej.N.A¢ ) ej.N.A¢/2.(€j.N.A¢/2 _ e—j.N.A¢/2)
N = (&5 _1) - A2 (TR _ = JAdT2
JO _o=J0 .
Como senf = L, entgo: Sy = e/ (N-DAG/2 M (6)
2j sen(A¢@/2)

Usando a relagao (5), chegamos a :

i (kry - (N-1)Ag/2( sen(@/2 ((kri—at) | j(ry—r)/2[ sen(@/2
E=AEmej( r-ot) ,j(N-1)A¢ (4/2) :AEmeJ( n-ot) ,Jjly )/ (4/2)
sen(¢/2N) sen(¢/2N)
Observe que na expressao entre parénteses usamos ¢ = N A¢, ao invés de (5). Isto foi
possivel, uma vez que estamos admitindo N >> 1. Nesta aproximacido, devemos ter também
sen(¢/2N)=(¢/2N). Definindo » = (ry + ry)/2 (distancia do centro da fenda ao ponto P) e lembrando - se

ki-o.t) SEN(4/2)
($/2)

E =E, cos(kr—awmt)

que E,, =N AE,,, obtemos: E = Em.ej( . Assim, o campo em P sera dado por:

sena ¢ ka.sen0
e o=—=—
a 2 2

A grandeza que nos interessa no momento é a intensidade. Como vimos no capitulo anterior,

[=p4 E.E*, onde [ é uma constante que depende do meio. Fazendo I, = E(,[2 (intensidade da luz

que atinge a fenda), a intensidade em P sera:
Intensidade

sen’ o

aZ

I=1,

Maximo Central

Se a= 0, devemos ter I = I, . Esta é a

condigao para 0 maximo central. Se aa=m T (m

1° minimo

+1, £2, ...), a intensidade sera nula. Esta é a /j")"aximoSecundario

condigdo de minimo. P




kasen@

Como a:T, esta condigdo podera ser reescrita como a senf = m A . O grafico de

distribuicdo de intensidade é mostrado acima.

RESUMO
Largura da fenda = a
E=E,cos(k-7—aw-t)
Campo em P E, =E, na
a
o I _ kasend
2 2
sen’ o
Intensidade: I1=1,

OLZ

Maximo Central =0 ou 0=0

Condicdo de Minimo a=mnzn e asend=maAa m = %1, %2, £3...

2. Difracao de Fendas Multiplas. Rede de Difragao

Suponha um dispositivo que contenha N
fendas, cada qual com largura a e separagao (centro
a centro) d. Este objeto, denominado "rede de difragéo",
€ iluminado com luz paralela e monocromatica e de

comprimento de onda A. Faremos nossa analise da

diffacdo em um ponto P situado a uma distancia 7

da 1° fenda, 7, da segunda, etc. Por hipétese, P fica a I

uma distancia infinita da rede.

Assim, o campo (complexo) em P, produzido pela i-ésima fenda sera escrito como:

i(k7— n
E =E, /%) onde E,=En 0% e i=1,2,3,...N
o

Observe que podemos escrever 7, =1 +(7; —1;) e




r,—n=d sen6

n-h=(N-1)d sen6
Definindo 8 =k (7, —r;)=kdsen6
Logo k(7ry—-r)=(N-1)38 (7)
O campo em P devido a fenda i sera entao:
Ei: Ea .ej(k ri—o t+(i-1)0 _ El.ej(i_1)§

Obtemos o campo total, devido a todas as fendas, efetuando a soma :

N N
E-= ZEi - EIZ:eJ("”6 —E,-Sy
i=1 i=1

N
-1 )
,ondea;=1e q= e~’5, teremos

Usando Sy =3a,

, logo SNzej(N_l)a/zw,ondeﬂ= a2
sen(f3)

JN& jN&/2, jN&/2 —jN&/2
(e -1) e (e —e )
N — - = - - -
Usando a relagao (7),teremos

sen(Nf) o/ [k F-o t+k(7N—?1)/2]
sen(f)

Fazendo r = (7y +7)/2, chegamos finalmente a:

E:Ea[

E=Re{E}=E, (SGH“J (Sen(Nﬁ)Jcos (kr - ot)
a sen( /)

A Intensidade sera:

2 2
-1 (sena] sen(NB) onde a:kasené’ . ﬁ:kdsenﬁ
o sen(P) 2 2
sena )’ sen(NpB) ?
O termo ( aj é chamado de fator de difracao (FD) e o termo (W é chamado
a

de fator de interferéncia (F1).



O fator de interferéncia tem maximos quando B=mn (m =0, £+ 1, + 2...). De fato, usando a

regra de L’Hopital, mostra-se que:

lim sen(Np)

=xN. Assim, quando 3 =mm, o fator de interferéncia vale N% A condicao
ponx SGH/?

B = mmn equivale a dsend =mA. O grafico deste fator é :

F”

N2

A.,JJ.,. AIJ.‘ A A AN AA -.L\n

27 - 0 b 27 B

1
2) dseno

O grafico da intensidade resultante sera obtido a partir da multiplicagdo do fator de
interferéncia pelo de difragdo. Como d > a, dizemos que o fator de interferéncia € modulado pelo
fator de difragdo. O grafico de intensidade sera :

I
m=0 (ordem zero)

m=1 (1°ordem)

m=2 (2°ordem)

m=3 (3°ordem)

m=4 (4°ordem)

seno

Como o 1° maximo secundario do fator de difracdo é cerca de 4,5% do maximo central,
costuma-se despreza-lo por isto. S&d0 desprezados também os demais maximos secundarios de
difragdo. Na pratica, 0 que se observa sdo apenas aqueles maximos de interferéncia situados dentro

do maximo central do fator de difragdo. Estes maximos sdo chamados de "ordens de difragdo". Assim



se m =0, temos a "ordem zero"; se m = 1 temos a 1a ordem e assim por diante. Estes maximos

obedecem a equacao da rede

dsen@=mA m=01,2..

a. Casos especiais

2 2
sen sen(N
Da expresséo I = I, ¢ (NB) podemos chegar a alguns resultados ja discutidos
o sen(p)
anteriormente:
2
sen(N sen
e Para o caso onde N = 1, teremos J:I. Assim I = I, % , 0 que nos remete a
sen(p) o

expressao da difracdo de fenda Unica.

sen2f ) (2senf cosf
sen [ - sen [

e SeN=2 ( j =2cos f#, de modo que a expressio da intensidade sera:

sen
1= 410( aj cos’ B . Se a largura das fendas for muito pequena, isto é se a << ), entdo
a

_masend

. sena
<< 1. Assim (

j — le aintensidade sera 1 =4I, cos’ B, que é justamente a
o

expressao da interferéncia de Young de fenda dupla.

b. Dispersdo e poder de resolugao de uma rede de difragao.

b1. Dispersao
Para se ter uma medida do afastamento angular entre duas ondas cujos comprimentos de ondas

sdo bastante proximos, recorremos ao conceito de dispersdo, que é definido como:
do . o :
D =7, onde db é a separagdo angular entre duas linhas cuja diferenga de comprimento de

onda é d\. Diferenciando a equacéao da rede, d sen6 = m A, obtemos:
d cos6 d6 = m di
p_d0__m
dr dcos6

Observe que quanto maior o numero de fendas por unidade de comprimento, isto €, quanto

menor a separagao d entre as fendas, maior sera a dispersao.



b2. Largura de linha
Como afirmamos anteriormente, as ordens de

FLT ¢ difragdo sdo justamente os maximos do fator de

2

ﬂ nN

ﬂ interferéncia (se ﬁJ . Observe que este fator é
senf

nulo quando senNp = 0. Desta forma, o primeiro

minimo ocorre quando B=%- Para B negativo

..

J este minimo ocorrera para 3 = ~ T Desta forma a
: N
-7 -t/ 0\
N

zZla
=

2
largura do pico é definido como A = Wn .

. . . , 2n
Como usualmente temos N>>1, podemos considerar Ap muito pequeno, isto € AR ~df = W Por outro

.d- .d- 2
lado sabendo-se que Bzw, entdo dff = ww = Wn Definimos entdo a largura de
linha a quantidade
o=
N-d-cos6

Observe que Nd =L, que é a largura da rede de difragdo. Assim, quanto maior a largura da rede,
menor sera a largura de linha.

Podemos ainda expressar d6 em fungdo da ordem de difragdo, usando a equacao da rede:
A
seno = my- Como cosf =+1-sen? 0, entdo:
24

2
Nd‘/l—mzl—
d2

Observe que a medida que a ordem m cresce, o termo da raiz decresce fazendo com que a

do =

largura angular da linha cresga.

b3. Poder de resolugéo.

Quando a diferenga entre os comprimentos de onda de dois feixes € pequena, podera haver
superposi¢cao de ambas as linhas, de forma que ndo podemos distinguir uma da outra. Podemos utilizar
uma rede de difragao que torne as larguras dessas linhas tdo pequenas de modo que a separagao entre
ambas se torne possivel. Em outras palavras devemos usar uma rede de grande poder de resolugéao.

Esta grandeza é definida como



R =

, onde A é o comprimento de onda médio e
A}”min

Almin € 0 limite de resolugdo, ou seja, a diferenca
minima na qual estas linhas s&o resolvidas. Esta
grandeza é definida pelo critério de resolugao de
Rayleigh o qual estabelece que duas linhas sé&o
resolvidas quando o maximo principal de uma linha

coincide com o primeiro minimo adjacente de outra

linha. Da figura ao lado pode-se perceber que a

— Aemmﬂ separagao angular minima que obedece a este critério
AO !
€ justamente a metade da largura de linha, ou seja
A
ABin = ——— . Por outro lado, usando a expresséo da disperséo, obtemos
N-d-cos6
m- A\

ABmin = d-cogg

Igualando ambas expressdes, teremos
A _ m-Akmin
N-d-cos6 d-cos6

Note que para termos um elevado poder de resolugcdo é necessario ter um elevado numero de

,oquenosconduza R=m-N.

linhas.
Por fim é interessante observar que o poder de resolugao esta associado com a largura de linha,

enquanto que a dispersao esta relacionado com com a separagao entre os centros das linhas.

3. Difragao em fenda circular

A difragdo de Fraunhofer de uma abertura circular tem grande importancia pratica no estudo de
instrumentos e sistemas o6ticos. O olho humano tem a pupila de formato circular. Os instrumentos éticos
tais como os telescopios, lunetas, binoculos, etc apresentam objetivas com este formato e todos eles
apresentam padrao de difragéo.

Neste topico nao iremos demonstrar as expressdes que
descrevem a difracdo, uma vez que necessitamos de instrumentos
matematicos que estdo além dos objetivos deste curso. Forneceremos
apenas a expessao que descreve o primeiro minimo de difragao uma vez
que esta relacionada com um conceito de suma importancia que é o

critério de resolucéo de Rayleigh.




Suponha entao uma fonte puntiforme,
monocromatica, de comprimento de onda A que esta a uma
grande distancia de um orificio circular de didametro a. Na

tela de observacdo havera um padrdo de difragdo que

consiste de uma sucessdo de aneéis concéntricos, cujo

Tela de
observagao

ponto central (6 = 0) corresponde a um maximo de

intensidade.

Mostra-se que a intensidade em um ponto P da tela é dada por

2
2] .a-
I= Io{ l(a)} , onde « :@ e Ji(a) é chamada de funcdo de Bessel (de primeira
o

espécie) de primeira ordem. Na maioria dos handbooks ou softwares matematicos existem tabelas com
valores numéricos de J;(a) para uma extensa variedade de valores de o.
O primeiro minimo de difragdo (que corresponde a J;(a) = 0) é

encontrado para a = 3,8317. Assim,

o k-a-senb _ 2n-a-senb
2 2h
Logo, o primeiro minimo ocorrera quando
a-sen®=122-1

=3,8317

Para se encontrar os outros minimos de difragao,
devemos encontrar os outros zeros de Ji(a). Isto ocorrera

quando o =7.0156; 10.1735; 13.3237;
As figuras ao lado mostram a distribuicdo de

intensidades do feixe difratado por uma fenda circular.

a. Resolugao: o critério de Rayleigh

Suponha que uma estrela O esteja focalizada

por um telescopio simples, como mostra a figura ao E)OCZ?
lado. Como ela esta a uma distancia muito grande, sua f _____ ,
imagem O' ira se formar no ponto focal F' da lente. -‘6‘_"!“ ________ o
Uma segunda estrela P também esta sendo focalizada O ) ‘fP'

pelo telescopio, de modo que sua imagem P' é formada
no plano focal da lente.
O que se espera é que ambas imagens O' e P' sejam pontos luminosos distintos, qualquer que

seja a distancia entre as estrelas. Contudo isto ndo ocorre. Em geral, como a abertura (ou a prépria

10



lente) do telescopio tem formato circular, as imagens apresentaréo padréo de difragdo. Por outro lado,
se o angulo 6 for pequeno, havera uma superposi¢do dessas figuras de difragcdo, formando um unico
"borrao", de modo que nao poderiamos afirmar se se trata de uma imagem de um ou de dois objetos.
Contudo, a medida que o angulo 6 cresce, as imagens irdo se separando, até chegarmos a um limite
no qual podemos afirmar que o "borrao" constitui, na verdade, de uma superposi¢cao de duas imagens.
Na verdade, este limite ndo é bem definido, mas para retirar o carater subjetivo de cada um definir o
seu limite, convencionou-se estabelecer um critério objetivo: trata-se do criterio de resolugao de
Rayleigh o qual afirma que o limite de resolugéo, isto é o ponto a partir do qual as duas imagens
estarao resolvidas (discerniveis), € quando o maximo central da figura de difragdo de uma das imagens
coincide com o primeiro minimo de difracdo de outra imagem. Assim, o limite de resolugado angular é
dado por:

ABR = arc-sen(l.zzﬁJ
a

Desta forma, se os dois objetos O e P estiverem separados por
uma distancia angular maior que AOg as imagens estardo
resolvidas; se este angulo for menor que este limite de
resolugéo, as imagens estardo sobrepostas de forma que néo

podemos fazer distingdo entre uma ou outra imagem. Neste

caso as imagens nao sao reslovidas.
As figura abaixo, a esquerda, mostra uma situagdo onde as fontes se encontram em uma
distancia angular igual ao angulo de resolu¢do angular, enquanto que a direita a distancia angular é

maior que este limite.
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