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6

Ondas em meios materiais: reflexao e
refracao

Nestas notas vamos estudar as ondas eletromagnéticas se propagando em meios mate-
riais e os fendmenos da reflexdo e refracdo que ocorrem quando uma onda atravessa a
superficie de separacdo de dois meios diferentes.

6.1 Equacdes de Maxwell em meios materiais

Nas Notas de Aula 3 vimos como descrever os campos elétrico e magnético no interior
da matéria incorporando os efeitos da polarizagdo elétrica P e da magnetizacdo M. Isto
foi através de cargas e correntes polarizagio e de correntes de magnetizagio. Na Tabela 6.1,
reescrevemos as quatro equagdes de Maxwell na presenca da matéria e as relagdes consti-
tutivas que definem os campos D e H.

VB=0 (6.1) VD = p, (6.3)

OB oD
VXE+ 5> =0 (6.2) VxH- == =], (6.4)
D=cE+P (6.5) B = 11o(H + M) (6.6)

Tabela 6.1: Equagdes de Maxwell em meios materiais.

Na Tabela 6.2 resumimos as condi¢des que devem ser satisfeitas pelas componentes
dos campos na interface de separagdo entre dois meios. Tais relacdes, que sdo conseqiién-
cias das equagdes de Maxwell, foram deduzidas no capitulo 4 das Notas de Aula 3.
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Condigdes de Contorno

g = A
E2n_E1n:€_ th—Blt:,u()IXTL
0
E;; = Ey By, = By,
D2n_Dln:U£ Hzt—Hlt:ngﬁ

Tabela 6.2: Condigdes de contorno para campos elétricos e magnéticos dos dois lados da
superficie de separacdo entre os meios 1 e 2. O sentido do versor normal 7 é do meio 1
para o meio 2.

6.1.1 Ondas em isolantes: indice de refragao

Vamos agora deduzir a equa¢do de onda para um meio isolante de forma que ndo hd nem
cargas livres nem correntes livres, ou seja, p, = 0 e J;, = 0. O meio vai ser caracterizado
por uma permissividade elétrica, ¢, e uma permeabilidade magnética ;i, de forma que

D = €E = keoE (6.7) B = uH = Kk, uoH. (6.8)

Estas rela¢des tém a mesma forma que as utilizadas no caso estdtico, mas hd uma diferenca
importante. As respostas do meio dependem da freqiiéncia de oscilagdo dos campos
elétrico e magnético de forma que a permissividade elétrica e a permeabilidade magnética
sdo fungoes da freqiiéncia angular, €(w) e p1(w). Vamos, portanto, considerar ondas planas
e monocromadticas, com uma freqiiéncia bem definida.

Para obter as propriedades das ondas eletromagnéticas fazemos exatamente o que foi
feito na se¢do 4.4.1 das Notas de Aula 4. Quando substituimos as formas (6.7) para D e
(6.8) para H, as equagdes de Maxwell resultam idénticas as equagdes para o vacuo, com e
em lugar de ¢, e ;1 em lugar de 19. Ou seja, as propriedades das ondas eletromagnéticas
num meio isolante sdo idénticas as propriedades das ondas eletromagnéticas no vacuo,
com a diferenca que a velocidade da luz, ¢ = 1/,/Jig¢€o, € substituida por v = 1/,/pe. Ou
seja, a velocidade (de fase) da luz num meio isolante é diferente da velocidade da luz no
vécuo. Além disso ela depende da freqiiéncia (cor) da luz. A razdo entre a velocidade da
luz no vacuo, ¢, e a velocidade da luz no meio, v, é denominada indice de refracio do meio.
Temos, entdo

N )

n=-—
v Ho€o

Normalmente v < ¢, de forma que o indice de refracdo é n > 1. Para o vacuo, por
definicao, n = 1.

Lembramos que, em geral, o indice de refracdo depende da freqiiéncia, n = n(w).
Na Tabela 25.1 livro texto hd uma lista de indices de refragdo de alguns materiais para a
luz visivel. Para gases que sdo materiais pouco densos em condi¢des normais n é muito
préoximo da unidade. Por exemplo, para o ar a 1 atm e 0°C, a tabela d4 n = 1,000293.
No caso da 4gua no estado liquido n = 1,333 e no estado sélido n = 1,309. A constante
dielétrica estética da dgua é x( = 80, 0 que daria um indice de refra¢do no limite de baixas
freqtiéncias ny = 8.9. Esta diferenca ilustra a dependéncia do indice de refracdo com a
freqiiéncia. Para a maioria dos materiais transparentes a variacdo do indice de refracdo
na faixa da luz visivel é muito pequena. Mas é esta pequena variagdo que é responsavel
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pelo fendmeno da separagdo da luz em diversas cores por um prisma.

A seguir resumimos as propriedades de uma onda plana monocromatica num meio
isolante. Escrevemos os campos utilizando a notacdo complexa. Lembre-se que os cam-
pos sdo as partes reais das fungdes complexas representadas.

E(rt) = Ege'®™)  (6.9) k-Eg=0 k-By=0 (6.12)

B(r,t) = Boe'™™ " (6.10) vBy =k xE; Eo=uvBg x k (6.13)

v? = sl (6.11) =Rk (6.14)
k2 pe n?

Note que as ondas eletromagnéticas num meio material continuam sendo ondas transver-
sais, com os campos E e B perpendiculares entre si e perpendiculares a direcdo de pro-
pagacdo, k. Entre os médulos dos campos, em qualquer ponto e instante, vale a relagio
|E| = v|B|, com v = ¢/n.

Quando as oscila¢des dos campos elétrico e magnético estdo em fase (Na secdao A.l
discutimos o caso geral) e as densidades de energia elétrica e magnética, como no vacuo,
sdo idénticas também num meio isolante:

1
up = ~E? = up = — B (6.15)
2 20
A densidade de corrente de energia, dada pelo vetor de Poynting, fica
1 2 1 2
S=—-ExB=¢Ev=—B", (6.16)
1 f

e a intensidade (média temporal do fluxo de energia) de uma onda senoidal pode ser
escrita como

€ 1
I=(S), = §E§v = ﬂBgv. (6.17)
Substituindo v = 1/,/u€ na (6.16), ela pode ser reescrita como
1 .~ E?.
S:—EXB:\/EEZk:—k. (6.18)
It ju Z

A raiz quadrada da razdo entre a permeabilidade magnética e a permissividade elétrica
Z =\/pje (6.19)

tém dimensdo de resisténcia elétrica e é denominada impedincia caracteristica do meio.
Para o vécuo ele assume o valor exato Zy = +/ /€0 = poc = 376,730313461... .
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6.2 Reflexao e Refracao

Vamos considerar uma onda plana e monocromatica incidindo sobre a superficie de se-
paragdo entre dois meios isolantes 1 e 2. A onda incidente provém de cargas distantes,
que oscilam na freqiiéncia w, e se propaga proveniente do meio 1. Os campos elétrico e
magnético em cada meio podem ser escritos como:

E; (I‘,t) = Eiei(ki-rfwt) + Erei(kr-rfwt) E, (I‘,t) _ Etei(kt-rfwt)

B1<I‘7t) = Biei(ki-rfwt) 4 Brei(kT-rfwt) Bz(r,t) — Btei(kt-rfwt)
UJBZ:kZXEl wBT:erEr WBt:ktXEt
ki:kT:nlg kt:nQE'

¢ C

Utilizamos o indice i para denotar a onda incidente, o indice r para a onda refletida e o
indice ¢ para a onda transmitida ou refratada. Note que os campos da onda refletida e
transmitida oscilam com a mesma freqiiéncia w da onda incidente.

6.2.1 Leis da reflexdao e refracao

Vamos mostrar que as conhecidas leis da reflexdo e refracdo sdo conseqiiéncia das condi-
¢Oes de contorno do campo eletromagnético (Tabela 6.2). Por exemplo, a componente do
campo magnético perpendicular ao plano da interface B,, deve ser continua. Seja r, um
ponto qualquer da interface. A condicdo de continuidade se aplica a qualquer ponto ry
em qualquer instante de tempo. Assim:

Bnl (I'(),t) = B7’L2<r07t> = Bm’ei(ki.ro_uﬁ) + Bnrei(kr'ro_wt) - Bntei(kt'ro_wﬂ

= B Aeiki'r() +B eikr~r() — B teikt~r0
nt nr n .

Na ultima passagem eliminamos o fator e™*f, comum as trés ondas.
Seja t um deslocamento paralelo a interface. Como r; + t é um ponto da interface, a
mesma condicdo de continuidade se aplica a este ponto:

B ,eiki‘(r0+t) _|_ B eikr~(r0+t) _ B teikt~(r0+t) — (B 'e’iki'l"() _I_ B e’ikwt‘o) eikt.t
nt nr mn nt nr

onde a dltima igualdade vem da condicdo de continuidade no ponto ry. Reagrupando os
termos obtemos

Bnieiki~(ro+t) (1 . ei(kt—ki)‘t) + Bnreikw(ro-‘rt) (1 . e’i(kt—ki)'t) =0.

Para que esta condicdo seja satisfeita para qualquer deslocamento t cada uma das parcelas
deve ser identicamente nula, o que requer e'kt—kit — gilki—kr)t — 1 oy seja:

Note que equagdes idénticas seriam obtidas se utilizdssemos a condi¢do de continuidade
na componente do campo elétrico tangente a superficie de separacdo. O contetido destas
condigdes é simples. Veja que k - t é a diferenca de fase da oscilagdo entre dois pontos
separados por t num mesmo instante. Para satisfazer a condi¢do de continuidade, esta
diferenca de fase tem que ser a mesma para as trés ondas envolvidas. Mas para trés
vetores k diferentes e qualquer vetor do plano t, a tnica solugdo é que ela seja nula.
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ny = K1Km, No = \/K2Kms,

Figura 6.1: Definicdo dos parametros da reflexdo-refracdo no plano de incidéncia. Os
vetores de onda estdo desenhados de acordo com a leis da reflexdo e de Snell, para o caso
Nng > MNy.

Geometricamente as condi¢des (6.20) significam que os vetores diferenca (k; — k;) e
(k; — k,) sdo ambos perpendiculares a interface, ou, equivalentemente, paralelos a sua
normal 7n:

(ki —k) |7 e (k)| (6.21)

Isto resulta que os quatro vetores, k;, k,, k¢ e n, se encontram todos sobre um tnico
plano, denominado plano de incidéncia. Este resultado é a primeira parte da Lei de Snell.
Ela significa uma grande simplificacdo na geometria do problema, que esta definida na
Figura 6.1. Observe que nesta figura os trés vetores de onda estdo de acordo com a
condigdo (6.20): as suas componentes tangenciais ao plano de incidéncia sdo idénticas.
Os angulos de incidéncia, 6;, de reflexao, ¢,, e de refragdo, 0;, sdo definidos como angulos
entre os vetores de onda correspondentes e a normal a interface entre os dois meios. Es-
crevendo as condi¢gdes em (6.20) em termos destes &ngulos obtemos:

kysen 6, = k;senf; = k,sen@,,

que com k; = k, = njw/c e ky = now/c resulta na conhecida forma da Lei de Snell:

(6.22)

’ng sen#; = nysenb;,

e na Lei da Reflex3o:
0, = 0;. (6.23)
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n
E, !

D]
Ey

k, k;
By
By
________ v _ __ _ _ _ _ _.
Ei
ki By

Figura 6.2: Definicdo das componentes dos campos eletromagnéticos em relacdo ao plano
de incidéncia. Os vetores de onda estdo desenhados de acordo com a leis da reflexdo e de
Snell, para o caso ny < n;.

6.2.2 Coeficientes de reflexdao e transmissio

Continuando a exploracdo das condi¢des de continuidade, vamos obter as relagdes entre
os campos das ondas refletida e transmitida e da onda incidente. Como as ondas sdo
transversais, 0os seus campos sdo ortogonais aos respectivos vetores de onda k, que por
sua vez sdo paralelos ao plano de incidéncia. Vamos descrever os campos através de duas
componentes: a componente paralela ao plano de incidéncia, denotada pelo subscrito || e a
componente perpendicular ao plano de incidéncia, denotada pelo subscrito L. O esquema
estd mostrado na Figura 6.2. Note que definimos o sinal das componentes do campo
elétrico de acordo com a onda incidente. O sinal das componentes do campo magnético
é compativel com a relacdo entre o campo elétrico e a direcdo de propagacao.

Vamos manter a notacdo com subscrito ¢ para a componente tangencial, ou seja pa-
ralela a interface entre os dois meios, e com subscrito n para a componente normal, ou seja
perpendicular a interface entre os dois meios.

Como tratamos de meios isolantes, ndo hé correntes ou cargas livres na interface. Com
os resultados obtidos na se¢do anterior, as condi¢des de continuidade na interface podem
ser escritas em termos apenas das amplitudes dos campos. Elas conduzem as equacdes
seguintes:

E, = E,— Ejcos0; + E,cost, = FEy cosb;
11 = By
Eg+E., = Eg
D, =D, = :‘ilEi” sen Qz — HlErH sen 9,,« = KQEt” sen gt
1 p 1 — 1
Htl = HtQ = 1 Km1 BZJl‘ Km1 BH‘ B mln,z Bu_
H—MBZ»” cosf; — H—mlBT” cosf, = — By cos 0,

By = Bp = Bysent; + B, sent, = By sen b,

8 FAP2293
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onde, para cada uma das trés ondas, se aplicam as condi¢des

~ CB” = nEL
CBl = nE”.

Ha trés equacdes envolvendo Ej: a primeira, a terceira e a quarta (através de B, ).
Com o auxilio das Leis de Snell e da Reflexdo elas podem ser escritas como

cos 0,

osp. 2 — B = By
niK

2 Ey+ By = Ey
NoK1
Nokm

By +Ey = Ey
N1Km2

As duas ultimas equagdes sao idénticas, porque

Nk  NoRm1  [R2Kml Z
- - - 7
N2k N1Kkm2 Kkmak1 Z
onde utilizamos a defini¢do (6.18) das impeddncias caracteristicas dos meios. Esta re-
dundancia vem do fato que as Leis de Snell, que foram obtidas das condi¢ées de con-
tinuidade, ja estdo incorporadas nestas equagdes.

Resolvendo para £y e E, em funcdo de £;, obtemos os coeficientes de transmissao e
reflexdo para esta componente do campo elétrico:

E, 2
b= 2 _

- 7 cosb Z1
EzH cos 0; + Zo
cosby  Z1
T‘ o ETH __ cosb; Zo
| — " cosb; Z1 "
ElH cos 0; + Zs

Note que a componente paralela do campo elétrico das ondas transmitida e incidente tém
sempre o mesmo sinal. Para a onda refletida, o sinal pode ser o mesmo ou o oposto do
sinal da onda incidente, dependendo das condi¢ées de incidéncia e das propriedades dos
dois meios.

As trés equagdes envolvendo E |, provenientes das condi¢bes para £, e B), podem
ser escritas como

Ey —E., = E;
cos 6, Z;
—F E., = L
cos 0; Z, tL 7+ Ll

E, —FE., = E.

De novo, hd uma redundéncia. Resolvendo, obtemos os coeficientes para a componente
perpendicular do campo elétrico:

. _Bu_ 2

TR 1l s

TJ_IETLZl_%ZE%.
E; 1—}-%%

FAP2293 9
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Perceba que estes coeficientes, para a componente perpendicular do campo elétrico, sdo
diferentes dos anteriores para a componente paralela ao plano de incidéncia.

A reflexdo e transmissdo sdo também caracterizadas pelas razdes entre os fluxos de
energia na interface. Para cada onda o fluxo de energia é dado pelo produto escalar do
vetor de Poynting pela normal a superficie, |S - n|. Como os coeficientes de transmissdo
e reflexdo sdo diferentes para as componentes paralela e perpendicular ao plano de in-
cidéncia, definem-se coeficientes para os fluxos de energia correspondentes. Lembrando
que

S =eF?% = %EQ,
definimos
S=85+8S,

onde os dois vetores sdo paralelos a direcdo de propagacao e dados por
1 5 1 .-
S| = ZEﬁk:, S| = EEik;.

Os indices transmitincia T' e refletdncia R sdo definidos como as razdes entre os fluxos de
energia transmitido e refletido, respectivamente, e o fluxo de energia incidente. Para cada
uma das componentes (paralela ou perpendicular ao plano de incidéncia), obtemos:

St)ecosty  Zycosty

_ {5 2
= (S;)icosB;  Zycos Him
~ (Sy)icos, 9
R =gy cost; (S;); cos 0; = Irl™

A notacdo (S), significa a média temporal do vetor de Poynting. E facil verificar que para
cada uma das componentes, paralela ou perpendicular, vale 7'+ R = 1. Assim, o fluxo
liquido de energia na interface é sempre nulo, como era de se esperar.

Em materiais que ndo sdo fortemente magnéticos, a permeabilidade magnética é muito
pouco diferente da permeabilidade do vacuo, py e podemos tomar k,,, = kK, = 1. As-
sim, nos materiais ndo magnéticos transparentes o indice de refracdo é determinado ba-
sicamente pela sua constante dielétrica, n = /. Com isso a razdo entre as impedancias
caracteristicas se torna o inverso da razdo entre os indices de refracdo, 7, /7> = ny/ny, e
as expressOes anteriores para os indices de transmissao e reflexdo se reduzem a

cosby _n

2 ‘ n2
H=mam "I= eh (6:24)
oS n2 cosby + naz
cos 0; ni cos 6; ni
cos 0t no
P T (6.25)
J-_l_i_cos&g@’ J-_l_i_coset@' :
cos6; ni cos0; ni

As expressdes para a transmitancia e refletdncia ficam

0
T="2% 2 g |2, (6.26)
ny cos b;

Estes resultados estdo ilustrados nas Figuras 6.3 e 6.4, respectivamente, para os casos
Ng > My eng <ni.
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0,2

0,0

Figura 6.3: Transmitancia 7, refletdncia R e os coeficientes de transmissdo ¢ e reflexdo r
para o caso ny > n.

2 = (,66667

ni

By B

0,2

0,0

10

0,8

0,4

0,2

0,0

Figura 6.4: Transmitancia T, refletdncia R e os coeficientes de transmissdo ¢ e reflexao r
para o caso ny < ny. Acima do angulo critico, onde ocorre reflexdo total, os coeficientes
t e r sdo complexos. Nesta regido dos gréficos, as linhas continuas indicam suas partes
reais e as linhas tracejadas indicam suas partes imaginarias
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Um caso particularmente simples é o da incidéncia normal, quando ¢; = 6, = 6, = 0.
Neste caso o plano de incidéncia é qualquer plano que contenha a normal. Os coeficientes,
tanto para a componente paralela quanto para a componente perpendicular, se reduzem
a

2n ny — Noy
{=— 7=—:

ni + ng ny + ng
Assim, se n; < ng, ou seja, se a onda incide de um meio de baixo indice de refragdo
(como o ar) num meio com alto indice de refracdo (como o vidro), o campo elétrico da
onda refletida na interface é invertido em relagdo ao campo elétrico da onda incidente.
No caso contrério, onda incidindo do vidro para o ar, ndo ha inversdao do campo elétrico
na reflexdo. Para a transmitancia e refletincia neste caso, obtemos

4711712 (n1 — ’I’L2)2

T=—"2_ R= .
(n1 + n2)2 (n1 + n2)2

12 FAP2293



Apéndice A

Leitura opcional

A.1 Reflexao total

No caso em que ny < ny, como no caso da luz passando do vidro para o ar, a lei de Snell
determina um angulo de incidéncia critico, acima do qual o seno do dngulo de refracdo
seria maior que 1:

Para incidéncia com angulo acima deste limite ocorre o fenémeno da reflexdo total. Na
Figura 6.4 vemos que a transmitancia se anula e a refletdncia é total. Para obter tal re-
sultado, simplesmente aplicamos as férmulas (6.24) e (6.25) com sen §, obtido da Lei de
Snell:

sen f; = m sen 0;.
na

Para senf; > senf. = 22 resulta sen¢; > 1, o que ndo tem significado geométrico. En-
tretanto, a Lei de Snell na forma da equagédo (6.22) decorre da condicdo (6.20) sobre as
componentes dos vetores de onda tangenciais ao plano de incidéncia. Esta condicdo de-
termina que a componente tangencial de k; deve ser idéntica a componente tangencial de
k;:

wnq sen b;

(ke)e = (ki) =

Cc

Lembre-se que a relacdo de dispersédo (6.11) que resulta da equagao de onda é uma relagao
entre os quadrados de k e w. Para o meio 2 temos:

k, -k, = (k)7 + (k)2 = naw?/c”.

Assim, quando 6; > 0. e, portanto, (k;); = (k;); > naw/c

n2w2 2

w
(k) = 202 — (k) = = (n5 —nisen®6;) < 0!

c

Ou seja, a componente de k; normal a superficie de separacdo entre os meios é imagindria!
Na&o hd nenhum problema nisso dentro do formalismo complexo de descri¢do dos cam-
pos.

Para entender o significado de um vetor de onda complexo, vamos chamar de 2
direcdo normal a superficie de separacdo entre os meios (no sentido do meio 1 para o
meio 2), e de ¢ a dire¢do da intersecgdo entre o plano de incidéncia e a superficie.

13
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1,0 , , , ,
E(z) = Ege*/
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S(Z) _ 500722/52
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00 ' ' ' :
00 05 10 15 20 25 30

z/6z

Figura A.1: Comportamento da amplitude e do quadrado da amplitude de uma onda
evanescente com a distancia.

Reescrevemos este vetor de onda complexo como

k, = ik;Z+kry, com

krp = (k:t)t:nl—wsen(%, e
c

Now N, sen 0, 2
ki = |(k)n| = . ( s Z) — 1.

Substituimos esta forma de k; na expressdo para o campo elétrico no meio 2:

Ey(ryt) = E,elker—et)
Para o expoente de e resulta
i(k-r—wt) =1i(ikrz + kry — wt) = —k;z + i(kry — wt).

Ou seja, a componente imagindria do vetor de onda resulta numa parcela real e negativa
no expoente. A expressdo para o campo elétrico assume a forma

]5)2 — (Ete—ka) ei(k:Ry—wt)‘

Vemos que existe um campo eletromagnético oscilante no meio 2, mesmo na situagao de
reflexdo total, mas este campo ndo tem mais a forma de uma onda plana. Ele é uma onda
que se propaga na direcdo paralela a interface mas cuja amplitude depende da distancia
a interface. A amplitude da onda, E.e *#|, decai exponencialmente com a distancia a
medida que se entra no meio 2. Este tipo de onda se denomina onda evanescente.

A Figura A.1 ilustra o comportamento da exponencial decrescente. A amplitude dos
campos € atenuada por um fator 1/e = 0.3679 para cada intervalo §z = % Como k; =
now/c = 21/ Xy, onde Ay é 0 comprimento de onda no meio 2,

1 A2

0z = — = )
kl 27T\/<n1 ie2n0i>2 -1

Assim, o campo eletromagnético s6 penetra no meio 2 numa faixa cuja largura é da
mesma ordem de grandeza que o comprimento de onda \,. A densidade de energia ou o
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vetor de Poynting, que envolvem o produto de duas fungdes do tipo e %1%, sdo atenuadas
duas vezes mais rapido. A atenuacdo a cada intervalo §z é por um fator 1/e? = 0,1353,
como ilustrado na Figura A.1.

Na Figura 6.4 vemos que as expressdes para os coeficientes r e ¢ resultam em ntiimeros
complexos na faixa de incidéncia com reflexdo total, 6, > 6.. O efeito disto no compor-
tamento dos campos que tem a forma E = Fye'®™“*) ¢ simplesmente uma alteragio na
fase da oscilagdo. A amplitude da onda refletida, por exemplo, é E, = rE,;. Quando r é
real a diferenca de fase entre as duas ondas s6 pode ser 0, para r positivo, ou , para r
negativo. Quando r é complexo, ele pode ser escrito como r = |r|e’?, e a diferenca de fase
é o argumento de r, ¢.

A amplitude do campo magnético da onda no meio 2 é dada por B, = *k; x E;. Como
a componente z de k; é imagindria (k,, = ik; = k;e™/2), ha uma diferenca de fase de 90°
entre as oscilagdes do campo elétrico e magnético paralelas ao plano de incidéncia.

As equagdes (6.15) para a densidade de energia, (6.16) para o vetor de Poynting e (6.17)
para a intensidade, por envolverem os produtos dos campos, ndo sao mais validas nesta
situacdo. O formalismo complexo é baseado no fato de que as partes reais e imagindrias
de fungdes complexas ndo se misturam quando sdo somadas ou derivadas. Mas no caso
do produto de dois nimeros complexos hd uma mistura das duas partes de forma que a
parte real do produto ndo é o produto das partes reais. Para obter u, S ou I temos que
fazer o produto dos campos reais. Seja ¢ a diferenca de fase entre as oscilagdes do campo
elétrico e do campo magnético num determinado ponto do espago, de forma que

E(t) = Eqcos(wt), e B(t) = Bycos(wt + ¢).
O valor instantaneo do vetor de Poynting sera

S, (t) = %E(t)B(t) _ %EOBO cos(wt) cos(wt + o)

= —FyBy (0082 wt cos ¢ — cos wt sen wt sin gb) .

Apenas a primeira parcela contribui para a sua média temporal

1
<S>t = ZEOBO cos ¢,

porque a média temporal da segunda, envolvendo senwt coswt = 3 sen 2wt, é nula.

No caso em questdo da reflexdo total, para a componente normal de S temos ¢ = 7/2
e (Sy)r = 0. Assim, ndo hd fluxo liquido de energia para dentro do meio 2, o que explica
a transmitancia nula.

A.2 Ondas em condutores: absorcao

O formalismo que utilizamos para tratar as ondas em isolantes pode ser estendido de uma
maneira simples para o caso de condutores. Para isso vamos expressar o que foi feito em
termos de condutividade elétrica. A condutividade elétrica de um meio é definida através
da lei de Ohm

J ¢ — O, gE,

onde usamos o subscrito ¢ para salientar o fato de que estas grandezas sdo associadas ao
que chamamos de correntes livres. Quando utilizamos o formalismo complexo para des-
crever os campos senoidais a condutividade é a razdo entre duas fun¢des complexas e
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pode, também, ser complexa. A situagdo é completamente andloga ao tratamento dos cir-
cuitos de corrente alternada onde a impedancia pode ser complexa. A parte imaginaria
da impedancia reflete uma defasagem entre o estimulo (tensdo) e a resposta (corrente).
Para condutores, quando a freqiiéncia de oscilagdo do campo elétrico é pequena, a cor-
rente estd em fase com o campo e a condutividade é real. Para freqiiéncias altas hd uma
defasagem e a condutividade apresenta uma parte imagindria (ver Se¢do A.5).

No desenvolvimento anterior aplicado aos isolantes a tinica contribuigdo considerada
para a corrente do meio material foi a corrente de polarizacdo (segdo 6.1):

opP

Jp=—.
P o

Vamos determinar a condutividade associada a esta contribui¢do. Para isso lembramos
que para um dielétrico P = x.¢E, onde x. = k — 1 é a susceptibilidade elétrica. Para um
campo senoidal descrito no formalismo complexo onde a dependéncia temporal em cada
ponto do espago é da forma E = Ege ™, temos

OE
Jp = XEQE = —iwxeE,
ou seja
op = —lwx€y = —iw (€ — €) .

A condutividade op é puramente imagindria porque a corrente de polarizacado se encontra
defasada de 90° em relagdo ao campo elétrico. Esta condutividade puramente imaginaria
conduziu a relagdo de dispersdo (6.11)

k2 n2 pue

Se expressarmos a permissividade elétrica do meio, ¢, fun¢do de o p, obtemos para o indice
de refracdo do meio a relacao
k2c? op
n=—— =Ky [1+i—),

w? Wweo

onde k,, = /1 é a permeabilidade magnética relativa.
Para obter o indice de refracdo de uma material condutor, tudo que temos que fazer
é substituir op nesta expressdo pela condutividade total do meio, que inclui contribuicdo
das correntes livres
o =0y+ op.

O resultado é

n? = Kk, (1 + z'%) , (A1)

WEe

onde utilizamos —iw (e — ¢y) em lugar de op e colocamos a constante dielétrica x em
evidéncia. Isto mostra que em condutores, onde o, tem uma parte real ndo nula, o
indice de refracdo é um namero complexo, com uma parte imaginaria ndo nula. Como
k* = n*w?/c?, o vetor de onda também é necessariamente complexo. Como vimos na
secdo A.1, uma parte imaginaria no vetor de onda resulta numa onda evanescente, com
amplitude decaindo a medida que avanca para dentro do condutor.

Para examinar em detalhe as conseqiiéncias deste resultado vamos considerar uma
onda proveniente de um meio isolante (como o vacuo) incidindo sobre a superficie do
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condutor, cujo vetor de é k;, com angulo de incidéncia 6;. Do lado do isolante o indice
de refracdo n; é real e portanto as componentes de k; também sdo reais. No condutor
ny = ng + in; é complexo. Escrevemos o vetor de onda no condutor k; em termos de
suas componentes tangencial ky; e normal k,, a superficie de separagdo entre os meios.
Utilizando as dire¢oes definidas na secdo A.1:

ko = ko ) + kop 2.

Assim, a rela¢do de dispersdo implica

w2 2

K = k3, + k5, = 53 = ‘(j_g (n% — n2 + 2ingny) .
Entretanto, pela forma original da Lei de Snell (6.20), k2 = ki;. Isto define completamente
a componente tangencial, ko, = k;senf;, que é, assim, puramente real. O resultado é
que a componente normal k,, deve ser complexa. Ela tem uma parte real e uma parte
imagindria. Vamos escrever o resultado em termos de k; = 27/\;, o médulo do vetor de
onda da onda incidente:

2 2
ny —n 2ngny
ki =k? % —sen20i+z—2 .
ny n
Para obter ks, temos que computar a raiz quadrada deste complexo. O resultado em si é
complicado. Basta sabermos que a componente normal k,,, tem a forma

kon = kg + ikr = |kon|e™.

A situagdo é similar ao que ocorre no caso da reflexdo total, mas com uma diferenca
importante: o argumento ¢, que determina a diferenca de fase entre os campos elétricos
e magnéticos tangenciais a superficie de separacdo ndo é necessariamente 7/2. Isto faz
com que a média temporal da componente normal do vetor de Poynting na superficie,
(S): o< cos¢, seja diferente de 0: ou seja ha um fluxo liquido de energia para dentro
do condutor. Nao vamos mostrar os detalhes, mas o que isto significa é que a trans-
mitdncia ndo é necessariamente nula e a refletdncia pode ser menor que 1. Como se trata
de uma onda evanescente, este fluxo de energia diminui com a penetra¢do no condutor
(ver Figura A.1), o que significa que a energia eletromagnética estd sendo consumida. Ela
estd sendo transformada em calor por efeito Joule: este é o fendmeno da absor¢io.

No caso de incidéncia normal, sen 0; = 0, e as expressdes se simplificam resultando:

ki 27T|n2| 1 2anI
kon| = —1/n% +n2 = ——", e =—tg ' | =——5 ),
[Fanl n R TN m ¢ 2g ”QR_n%

onde |ny| = \/n% 4+ n? é o médulo do indice de refragdo complexo. Note que o compri-
mento de penetragdo da onda no meio é dado por

1 1 nq )\1

5 = —_— = == .
: kr  |kon|sing  |ng| 2msen ¢

Vamos analisar as situagdes extremas.

Maus condutores: Se a condutividade do meio é baixa, 0y < we, a expressdo (A.1) para o
indice de refracdo do meio indica que

Np ~ /KKy > Ny,
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Como a parte imagindria é muito pequena ¢ ~ sen¢ < 1 e o comprimento de
penetracdo 6z pode equivaler a muitos comprimentos de onda \;. Entretanto, como
cos ¢ ~ 1 a absorcdo é praticamente completa, o que significa que ndo pode haver
onda refletida. Este é o caso, por exemplo, da opaca grafite.

Bons condutores: Se a condutividade do meio é alta, tal que o, > we, o quadrado do
indice de refracdo do meio (A.1) tem médulo muito maior que 1 e é quase que pura-
mente imaginario. Isto resulta que as partes real e imaginaria do indice de refracado
sdo muito parecidas'

nrp XNy EE > 1.

Nestas condi¢des ¢ — 7/2 e sen¢ — 1. Porque |ny| > 1, o comprimento de
penetracdo 0z < A;, ou seja os campos eletromagnéticos penetram o condutor numa
regido pequena comparada com o comprimento de onda. Este comprimento é tao
menor quanto menor for a freqiiéncia da onda incidente. Mas cos¢ ~ 0, o que
significa que ndo ha fluxo de energia para dentro do condutor. Neste caso ndo ha
absor¢do, e como na situagdo discutida na seg¢do A.1 ha reflexdo total. Este é o caso
dos metais em geral, e explica porque, quando polidos, eles se apresentam bril-
hantes.

A.3 OQutra visao das ondas nos materiais

Como vimos até aqui, uma onda eletromagnética se propaga num meio isolante, mas é
atenuada quando entra num meio condutor. Vamos interpretar este contraste de uma
maneira mais detalhada.

O campo eletromagnético dentro de um material é a superposi¢do do campo eletro-
magnético proveniente das fontes (cargas e correntes) externas com o campo eletromag-
nético devido as cargas e correntes no material, que sdo geradas pelo estimulo do campo
eletromagnético ali presente. Assim, o campo eletromagnético num material depende das
correntes induzidas, que por sua vez dependem do campo eletromagnético. A situagdo
parece complicada, mas o resultado é completamente descrito pelas Equac¢oes de Maxwell
que desenvolvemos na secdo 6.1.

Nas Notas de Aula 4 (secdo 4.3) estudamos a onda eletromagnética proveniente de
uma lamina de corrente. A principal caracteristica do resultado 14 obtido é que o campo
elétrico é oposto a direcdo da corrente. No caso de uma onda senoidal, ela onda se
propaga a partir da ldmina de corrente com uma diferenca de fase de 180° em relagdo
a corrente.

Suponha uma onda plana senoidal se propagando no vacuo para a direita (ao longo
da direcdo z2) e incidindo perpendicularmente na superficie de um material constituido
de uma lamina muito estreita de espessura ¢z localizado em z = 0, como esbocado na
Figura A.2. O campo elétrico da onda incidente (na direcdo y) tem a forma

EZ'<Z,t) = E(ﬁ“kz*ms)

com k = w/c = 2m/\. Este seria o campo elétrico em toda a regido se a lamina de mate-
rial ndo estivesse presente. Consideramos que dz < A. O campo E;(0,t) atuando sobre
as cargas e dipolos elétricos do material vai dar origem a uma corrente oscilante. Esta
corrente pode ser descrita através da condutividade do material, 0 = J/E. A densidade

'Lembre-se que i = ¢™/2 e /i = £e'™/* = £(1 +14)/V2.
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Figura A.2: Uma onda eletromagnética, E;(r.t) se propagando no vacuo com velocidade ¢,
passa por uma estreita lamina de material de espessura 2 localizada em z = 0. A corrente
excitada no material pela onda incidente gera as duas ondas E'(r.t) que se propagam para
longe da ldmina, também com velocidade c.

de corrente superficial (por unidade de largura na dire¢do perpendicular a corrente) cor-
respondente é ’ .
Z(t) = 02J(t) = 620 Ege ™" = Tye ™"

Esta corrente laminar oscilante em z ~ 0 d4 origem a duas ondas eletromagnéticas: uma
se propagando para a direita e a outra se propagando para a esquerda, ambas com ve-
locidade c. O campo elétrico destas ondas se escreve (equagdes 4.12 e 4.13 das NA4):

E'(2,t) = —1pocZ(t — |2|/c) = —LpuocToe 171/,
Em z < 0 esta onda propaga para a esquerda e constitui a onda refletida:
E’(Z < O,t> — _%uoczoefiw(tJrz/C) — _%Hocz'oefi(szrwt)'

Nesta regido existe a onda incidente, mas esta se propaga para a direita.
Em z > 0 a onda devida a corrente na lamina se propaga para a direita

E'(z > 0,t) = —%,uocIoe_w(t_z/C) = —%,uocIoei(kz_“t).

A superposicdo das duas ondas se propagando para a direita com velocidade ¢ na regido
z > 0 resulta no que chamamos onda transmitida.

Eu(zt) = Ei(2.t) + E'(2,8) = By (1 — Lpgcodz) ezt

onde usamos Zy = 0 Eydz.

Se a condutividade o é real e positiva, como num condutor, o campo E’ é, em cada ins-
tante, oposto a £;, de forma que E; < E;. A lamina condutora gera uma onda que atenua
o campo da onda incidente. Se o condutor fosse espesso, a sua préxima camada seria
excitada por este campo ligeiramente atenuado e produziria uma atenuacdo adicional. E
este fato que d4 origem a uma onda evanescente no interior de um condutor. Como a
corrente no condutor estd sempre em fase com o campo elétrico (¢ = 0), hd uma poténcia
liquida transferida pela onda as cargas oscilantes (efeito Joule), o que explica a absorcao.
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Se 0 material é isolante, como vimos na se¢do anterior, a condutividade é puramente
imagindria 0 = —iw(e — ¢y) = —iwep(k — 1). Isto significa que Z(¢) e o campo E’ oscilam
com uma defasagem de 90° em relagdo ao campo E;, resultando

Et(Z7t> = Ei(z,t) + E/(Z,t) — EO (1 + iW(/i _ 1)52/20) ei(szwz‘,)7

Como wdz/c = 2wdz /) é pequeno, podemos usar a aproximagao e = 1+ ix para escrever
o termo entre parénteses, obtendo

Ey(z,t) = Eyei(r1)0z/2¢gilkz—wt)
Juntando os dois termos obtemos para o expoente de e
i{kz —wlt—(k—1)0z/2c|}.

Isto mostra que E;(z,t) tem a mesma amplitude que E;(z,t), mas oscila ligeiramente de-
fasado, no caso com um atraso

0t = (k—1)(02/2c).

Este atraso é equivalente a considerar que a velocidade com que a onda atravessa o meio
(durante o intervalo 9z), v, é diferente da velocidade no vacuo c. Esta velocidade v é
denominada velocidade de fase (Note que ndo ha nada fisico que se propague com a veloci-
dade v.). O efeito cumulativo do atraso de fase por camadas sucessivas de um material
espesso é descrito por um indice de refracdo n = c¢/v > 1.

A.4 Polarizacao

Polarizacdo e polarizadores sdo discutidos na Secao 24.9 do livro texto. Aqui vamos dar
uma interpretagdo mais profunda do fendmeno baseado no que aprendemos nestas No-
tas.

A polarizagdo de uma onda eletromagnética é definida pela direcdo do seu campo
elétrico. As ondas que vimos até agora tém uma diregdo fixa do campo elétrico (e con-
seqiientemente do campo magnético) que se mantém num ponto qualquer em qualquer
instante. Elas sdo ditas linearmente polarizadas. O plano definido pela diregdo fixa do
campo elétrico e pela direcdo de propagacao é chamado plano de polarizagio.

Considere uma superposicdo de ondas deste tipo com freqiiéncias diferentes, cada
qual com uma dire¢do diferente de polarizacdo. Um exemplo é a luz proveniente de
uma lampada, que é gerada pelo movimento de vibragdo independente de d4tomos ou
moléculas. Tanto a direcdo quanto a freqiiéncia ou fase das vibragdes sdo independentes e,
por conseqiiéncia, as dire¢des dos campos elétricos associados a onda gerada por cada um
deles. O campo elétrico resultante num ponto qualquer do espago muda constantemente
de direcdo. Este tipo de onda é dita ndo polarizada.

A.4.1 Polarizadores

Alguns materiais como o polaréide se comportam de maneira muito peculiar. As suas
propriedades elétricas sdo altamente anisotrdpicas, ou seja a resposta do material de-
pende fortemente da direcdo do campo elétrico que excita as suas moléculas. Ele é con-
stituido microscopicamente por moléculas em forma de longas cadeias de hidrocarbone-
tos que sdo orientadas paralelamente umas as outras no processo de fabricagdo. O mate-
rial, na forma de uma folha fina, é mergulhado numa solugao contendo iodo, que adere

20 FAP2293



Ondas em meios materiais: reflexdo e refracdo

as cadeias e as torna condutoras. A condugdo é alta ao longo das cadeias, mas muito
baixa entre elas, de maneira que correntes elétricas significativas s6 sdo permitidas para-
lelamente as cadeias.

Um polarizador é feito de uma lamina fina de um material deste tipo, com as cadeias
orientadas numa direc¢do ao longo do plano da lamina. Quando uma onda incide no po-
larizador, ele se comporta como um condutor em relacdo a componente do campo elétrico
paralela as cadeias, resultando na absorc¢do praticamente completa desta componente. A
onda transmitida sé vai conter campo elétrico perpendicular as cadeias, para o qual o
material se comporta como um isolante. Como as folhas sdo finas a transmissdo desta
componente é muito alta. Assim, a luz transmitida através de uma folha de polaréide
resulta linearmente polarizada, com o campo elétrico orientado na direcdo perpendicular
as cadeias. Esta direcdo (perpendicular a orientagdo das cadeias) é denominada eixo de
transmissdo do polarizador.

Neste tipo de material o vetor densidade de corrente ndo é paralelo ao campo elétrico
e a forma que temos utilizado para a lei de Ohm nao mais se aplica. Para descrever as
propriedades elétricas deste tipo de material escrevemos a lei de Ohm na forma

Jy=0E;JL =0,

onde || e L é em relacdo as cadeias. Como vimos na sec¢do anterior, as ondas eletromag-
néticas geradas por uma lamina de corrente tem o campo elétrico paralelo a corrente.

A.4.2 Polarizacao por reflexao

Outro fendmeno demonstrado nas Figuras 6.3 e 6.4 é a polarizagdo por reflexdo. A refletancia
para a componente do campo elétrico paralela ao plano de incidéncia é sempre menor que
a da componente perpendicular. Isto é mostrado em detalhe na Figura A.3 que mostra a
razado entre os dois coeficientes de reflexdo. Isto significa que a dire¢do do campo elétrico
na onda refletida é sempre mais préxima da perpendicular ao plano de incidéncia do que
na onda incidente. Aplicado a uma superposi¢do de ondas ndo polarizada, este resul-
tado indica que a superposicdo das ondas refletidas tem uma dire¢do de campo elétrico
melhor definida do que a onda incidente. Ou seja a onda refletida tem um maior grau
de polarizacdo (na direcdo perpendicular ao plano de incidéncia ) que a onda incidente
original.
Para o dngulo de incidéncia tal que

U
tand,, = —
ni

a equacgdo (6.24) resulta r| = 0 e o campo elétrico da onda refletida é exatamente perpen-
dicular ao plano de incidéncia. A polariza¢do por reflexdo, neste caso, é completa.

Para o angulo de incidéncia 0; = 6,., os vetores de onda k,, da onda refletida, e k;, da
onda transmitida, devem fazer num angulo de 90°, k, L k;. O movimento de oscilagdo
dos dipolos elétricos no meio 2 em resposta & componente paralela do campo elétrico da
onda transmitida é, neste caso, numa direcdo paralela a que seria a diregdo de propagagdo
da onda refletida. Mas, como vimos na se¢do 5.6 das Notas de Aula 4 onde discutimos
a onda eletromagnética de uma carga oscilante, ndo pode haver onda irradiada nesta
direcdo.
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1,0 1,0

0,8 0,8
7y |os 7y |os
Tl rL

0,4 0,4

0,2 0,2

0,0 0,0

Figura A.3: Razdo entre os coeficientes de reflexdo 7| e 7, em fungdo do angulo de in-
cidéncia 6;, ilustrando o fendmeno da polarizagdo por reflexao.

A.5 Modelo mecanico para a condutividade elétrica

Como j4 salientamos, tanto a constante dielétrica quanto a condutividade elétrica de uma
material dependem da freqiiéncia. Neste se¢do vamos usar um modelo mecanico simples
para entender qualitativamente esta dependéncia.

Neste modelo tratamos o material como uma colecdo de dois tipos de particulas cada
um distribuido uniformemente pelo material com uma densidade volumétrica n. As
particulas de um tipo, de carga positiva ¢, tem massa M muito grande e sdo conside-
radas fixas no espago. O outro tipo, de carga negativa —q e massa m podem se mover. A
equagdo de movimento destas particulas moéveis na presenca de um campo elétrico £' na
dire¢do = é dada por

2
md—x = —mwiT — My - qb.
dt? T
O primeiro termo da direita, uma forca do tipo mola, representa o caso em que a particula
estd presa a um centro de forga, localizado em = = 0, como no caso das cargas dos d&tomos
ou moléculas num isolante. O segundo termo é uma forga do tipo viscosa, que representa
a dissipagdo por colisdes com outras particulas ou imperfei¢des (caracterizada pelo tempo
médio entre colisdes 7) como acontece com os elétrons livres de um condutor. Esta é a
equagao de movimento de um oscilador harmonico, de freqiiéncia natural w,, amortecido
e excitado por uma forca externa.

Consideramos um campo oscilante, de freqiiéncia w, que representamos pelo forma-

lismo complexo na forma
E(t) = Ege ™",

No regime estaciondrio, a solucdo desta equacdo de movimento é uma fungdo z(t) que
oscila com a mesma freqiiéncia w da forca externa. A posi¢do da particula pode ser repre-
sentada por

2(t) = zoe ™",
e a sua velocidade por
(t) dx . —iwt
v(t) = — = —iwz = voe .
dt ’

As amplitudes z e vy sdo complexas permitindo descrever eventuais diferencas de fase
das grandezas correspondentes em relagdo a forca externa.
Levando esta forma de z(t) a equagdo de movimento obtemos

m
—mw?zy = —mw%xo + Zwao —qky,
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Ondas em meios materiais: reflexdo e refracdo

depois de eliminar o fator comum e~**. Resolvendo para a amplitude z,, obtemos

1 q
w2 —wd +iw/Tm

To = 0

e para a amplitude da velocidade vy,

W —q

Vg = — WLy = -
w? — Wi +iw/T m

A densidade de corrente associada ao conjunto de particulas serd dada por J = (—nq)v,
onde —ng é a densidade de carga associada as particulas de carga —¢g. Tomando J = o F,
obtemos uma expressdo para a condutividade em fungdo da freqiiéncia

ng? iw

olw) = — , )
(@) m w?—wi +iw/T
Como vemos, em geral, a condutividade é complexa.
Para descrever um isolante perfeito, sem dissipa¢do, fazemos 7 = oo, obtendo uma
condutividade puramente imagindria:

() ng®  iw
op(w) = ————.
r m w? —wd
Obtemos a constante dielétrica equivalente através da relagdo op(w) = —iw(e — €):
2
n 1
K=c¢/eg =1+ -

megwi — w?’

Isto mostra como « pode depender da freqiiéncia. Para freqiiéncias abaixo da freqiiéncia
natural, w < wy, o indice de refracdo /x > 1. Esta é a condi¢do para os materiais transpa-
rentes a luz visivel. Para freqiiéncias mais altas, w > wy, o indice de refracdo /k < 1 de
modo que a velocidade de fase das ondas no meio v > c. Nao ha nenhum problema nisto
porque, como discutimos anteriormente, nada se propaga com esta velocidade.

Para freqiiéncias proximas da freqiiéncia natural, w ~ wy, ocorre o fendmeno da res-
sondncia. Para evitar amplitudes de movimento infinitas, temos que colocar de volta o
termo dissipativo envolvendo 7, obtendo

3

A condutividade é dominada pela sua parte real, o que leva a dissipagdo, ou absorc¢do
ressonante.

Para descrever o comportamento dos elétrons livres de um condutor, que ndo estdo
presos a nenhum dtomo ou molécula, tomamos w, = 0, anulando a forca restauradora.
Neste caso obtemos ) .

_ng'T 14wt

or(w) = m 1+ (wr)?
Note que o, é complexa e depende da freqiiéncia. A parte real da condutividade é sempre
positiva, levando necessariamente a absorgao.

No limite de baixas freqiiéncias, wr < 1, a condutividade pode ser aproximada por

7’Lq27‘

op(w < 1/7) = = 0.

m
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Ela se torna quase puramente real e independente da freqiiéncia, se reduzindo a condu-
tividade estatica oy. Esta é a situagdo discutida na Secao A.2.
No outro limite, quando wr > 1, a condutividade é dominada pela parte imagindria
e fica o
oo(w > 1/7) ~ i—.
wT

Isto significa que o condutor é transparente para ondas eletromagnéticas com essas altissimas
freqiiéncias (ultra-violeta, raios-X, etc.). Como a parte imagindria da condutividade é po-
sitiva, o indice de refragdo é menor que 1 e a velocidade de fase v > c. Isto estd de acordo
com a discussdo anterior, j& que estamos no regime w > wy = 0.
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