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Resumo

Este trabalho visa fornecer uma simulacao computacional do péndulo duplo
e do péndulo impulsionado em seu pivo.

As simulagoes sao construidas utilizando a tecnologia HTML5 e Javascript,
facilitando sua visualizacao em diferentes dispositivos e plataformas sem a ne-
cessidade de componentes extras.
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Capitulo 1

Péndulo Impulsionado

1.1 Deducao das equacoes

Um péndulo é um sistema composto por uma massa acoplada a um pivod que
permite sua movimentacao livremente.

No péndulo impulsionado, partiremos do principio que o pivod ird se mover
de forma oscilatoria verticalmente ou horizontalmente. Vamos iniciar com o
péndulo impulsionado verticalmente:

A\

1 vy = —Acos(wgt) T X

v, = —lecos(8) —

x = Isin(8)
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No esquema acima utilizamos x e y como coordenadas generalizadas para
o péndulo.Como podemos ver, o pivd se move verticalmente em fungao de um
cosseno e uma amplitude.

Para obtermos a equacao do movimento, devemos utilizar os conceitos de
mecanica lagrangiana. Ou seja, devemos ter L = T - U, onde T é a soma das
energias cinéticas e U a soma das energias potenciais do sistema.

Portanto, T fica:

T = sm(i? +4°)

Onde o ponto denota a derivada temporal. Os valores x e y serdao as somas
dos encontrados no esquema acima, entao:

i =16 cos b
§ = —10sin0 — Awg sin(wgt)
@2 4 % = 1202 cos® 0 + 126 sin? 0 + A%w? sin®(wat) + 200 Awg sin(wat)
Simplificando esta tltima, obteremos T:
T= %(F@Z + A2W2 sin® (wat) 4 210 Awg sin(wgt))
O proximo passo é encontrar a energia potencial U:
U = —mgy = —mg(lcos @ + Acos(wqat))
Portanto, a Lagrangiana seréa:

L= %(1292 + A2w2 sin®(wat) + 200 Awg sin(wat)) + mg(l cos  + A cos(wqt))
Vamos notar que existe uma forca de atrito proporcional a velocidade da
esfera. Esta forca pode ser generalizada da seguinte forma:

ox dy
Q0 - Fatw% + Faty%

Jelther Oliveira Gongalves
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Portanto, vamos encontrar Fii, € Fupyt

Fatn = —bi: = —bl cos 00
Fapy = —by = —blsin 06 + Abwg sin(wqt)

8—30:1(3059 @:lsinﬂ

00 700
Entao, Qg fica:

Qp = —bOI2 cos? 6 — bOI2 sin® 6 + Ablw, sin 0 sin(wgqt)
Qp = —bOI2 + Ablwy sin 0 sin(wqt)

Finalmente, podemos determinar a equacao de 6 a partir da definicao da

Lagrangiana:
d (0L oL
i (5) %=
% = mi260 + mlAwg sin 0 sin(w,t)
d (0L o : . 9 .
al\a5) = ml0 + mlAwqb cos 8 sin(wqt) + mlAwj sin 6 cos(wqt)
oL ; . .
20 = mlAwgb cos 0 sin(wgt) — mgl sin 6

Chegamos entao em:

6 =—sinf + =

mil2

[Awﬁ cos(wgt) + g Qo
l

Esta equacao é a que descreve o movimento da massa ao redor do pivo.

Jelther Oliveira Gongalves
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1.2 Adequando para o método de Runge-Kutta
de 4* Ordem

Claramente, a equacao do movimento ndo possui uma solucao analitica.Para
resolver esta equagao, devemos utilizar um método numérico.

O método utilizado para o desenvolvimento do applet é o de Runge-Kutta
de 4* Ordem.No apéndice A descrevemos como o método funciona para casos
gerais.

Realizando uma mudanga de varidveis ficamos com o seguinte sistema de
equagoes diferenciais de primeira ordem:

f=w
Aw? t 1
&= —sing |22 cos(wat) + 9 + — (—bl%w + Ablwq sin 0 sin(wat))
l mli?
t=1
Ou seja,
é = f(ta 93 w)
w=g(t0,w)
t=1(t,0,w)

Onde f,g e k sao as funcoes acima representadas.Utilizaremos parametros
extras ao escrever as fungoes (como ¢ para fungdo f) para que ndo haja confusio
na construcao do método numérico.

Jelther Oliveira Gongalves
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Portanto, a implementacao em Javascript do método numérico é:

function f(tempo,theta,vel_angular) {

temp = -(gravidade + Amp*omegad*omegad*Math.cos(omegad*tempo))*Math.sin(
theta);

temp = temp/(comprimento_pendulol);

temp = temp -((b_damping/massal)*vel_angular) + (Amp*b_damping*omegad*Math.
sin(theta)*Math.sin(omegad*tempo))/(massal*comprimento_pendulol);

return temp;

}

function g(tempo,theta,vel_angular) {
return vel_angular;

}

function k(tempo,theta,vel_angular) {
return 1;

}

function rungeKuttaPendulo(timediff) {
var h = timediff/1000;

var a = [];
var b = [];
var ¢ = [];
var d = [];

a[l] = g(tempo_n, theta_n_1 , vel_angular_n_1);
a[2] = f(tempo_n, theta_n_1 , vel_angular_n_1);
a[3] = k(tempo_n, theta_n_1 , vel_angular_n_1);

b[1] = g(tempo_n + (h/2)*al[3] , theta_n_1 + (h/2)*al[l1] , vel_angular_n_1 + (
h/2)*al[2] );

b[2] = f(tempo_n + (h/2)#*a[3] , theta_n_1 + (h/2)*a[l1] , vel_angular_n_1 + (
h/2)*al[2] );

b[3] = k(tempo_n + (h/2)*al[3] , theta_n_1 + (h/2)*al[l1] , vel_angular_n_1 + (
h/2)*al2] );

c[1] = g(tempo_n + (h/2)*b[3] , theta_n_1 + (h/2)#*b[1] , vel_angular_n_1 + (
h/2)*b[2] );

c[2] = f(tempo_n + (h/2)*b[3] , theta_n_1 + (h/2)*b[1] , vel_angular_n_1 + (
h/2)*b[2] );

c[3] = k(tempo_n + (h/2)*b[3] , theta_n_1 + (h/2)*b[1] , vel_angular_n_1 + (
h/2)*b[2] );

d[1] = g(tempo_n + h*c[3] , theta_n_1 + h*c[1] , vel_angular_n_1 + h*c[2] );
d[2] = f(tempo_n + h*c[3] , theta_n_1 + h*c[1] , vel_angular_n_1 + h*c[2] );
d[3] = k(tempo_n + h*c[3] , theta_n_1 + h*c[1] , vel_angular_n_1 + h#*c[2] );

theta_n_1 = theta_n_1 + (h/6)*(all]l + 2xb[1] + 2xc[1] + d[11);
vel_angular_n_1 = vel_angular_n_1 + (h/6)*(al2] + 2xb[2] + 2xc[2] + d[2]1);
tempo_n = tempo_n + (h/6)*(al[3] + 2%b[3] + 2*c[3] + d[3]);

delete a;delete bj;delete cj;delete d;

Jelther Oliveira Gongalves
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1.3 Mudanca do ponto estavel

Podemos perceber (experimentalmente) que o péndulo muda seu comporta-
mento quando escolhemos angulos iniciais diferentes.

A mudanca principal é o seu ponto estavel : quando colocado a partir de um
angulo o mesmo fica estavel acima do eixo Y.

Vamos tomar como exemplo os valores :

Massa = 13 Kg
Coef. Amortecimento = 1 Kg/s
Vel. Angular Inicial = 0 rad/s
Frequéncia de Vibragao =5 Hz
Amplitude do Impulso = 0.3 m
Comprimento do Péndulo = 3 m
Gravidade = 9.8 m/s?

Com estes valores, vemos que o péndulo se mantem estavel na vertical a partir
de +£1362 = £+2.374 rad em relagao ao eixo Y.

Eixo Y

Figura 1: Tra¢o do péndulo apds 14s de movimento em um dngulo inicial de
1352

Jelther Oliveira Gongalves
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Tempo decorrido em segundos no eixo X pelo
Angulo com a vertical feito pelo péndulo em Y
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Figura 2: Grifico do péndulo apés 14s de movimento em wm dngulo inicial de
1352
EixoY

Eixo X

Figura 3: Trago do péndulo apos 14s de movimento em um dngulo inicial de
1362

Jelther Oliveira Gongalves
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Tempo decorrido em segundos no eixo X pelo
Angulo com a vertical feito pelo péndulo em Y
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Figura 4: Grifico do péndulo apds 14s de movimento em wm dngulo inicial de
1362

Jelther Oliveira Gongalves
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1.4 Movimento caético do péndulo impulsionado

Este péndulo apresenta comportamento caético dependendo dos parametros
iniciais que utilizamos, isto é, é impossivel determinar seu movimento.

Vamos tomar como exemplo os seguintes parametros iniciais e comparar os
tragos e gréficos gerados:

Massa = 13 Kg
Coef. Amortecimento = 0 Kg/s
Vel. Angular Inicial = 0 rad/s
Frequéncia de Vibragado = 0.797 rad/s =0.39 Hz
Amplitude do Impulso = 0.7 m
Comprimento do Péndulo = 3 m
Gravidade = 9.8 m/s?

Comparando os tragos, graficos e diagramas:

Eixo Y

Figura 5: Trago dos péndulos apds 60s de movimento em um dngulo inicial de
—108¢2

Jelther Oliveira Gongalves
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Tempo decorrido em segundos no eixo X pelo  Tempo decorrido em segundos no eixo X pelo

Angulo com a vertical feito pelo péndulo em Y Angulo com a vertical feito pelo péndulo em Y
10 30

20

Angulo (rad)

Angulo (rad)

10 20 30 40 50 10 20 30 40 50
1 Tempo (s) 2 Tempo (s)

Figura 6: Grdfico dos péndulos apds 60s de movimento em um dngulo inicial
de —1082

Diagrama de fase : No eixo Y a velocidade Diagrama de fase : No eixo Y a velocidade

angular e no eixo X a posicao angular angular e no eixo X a posicao angular
4

V. Ang. (rad/s)
V. Ang. (rad/s)

4
©

1 40 30 20 -10 0 2 0 10 20
Pos. Ang. (rad) Pos. Ang. (rad)
Figura 7: Diagramas de fase apos 60s de movimento em um dngulo inicial de
—1082

6

Através disso, podemos confirmar o movimento cadtico que pode ser causado
a partir de mesmos valores iniciais.

Jelther Oliveira Gongalves



Capitulo 2

O Péndulo Duplo

2.1 Deducao das equacoes

O péndulo duplo consiste em um péndulo acoplado a outro péndulo através
de sua massa.Em nosso caso, ilustraremos estes péndulos como sendo simples.

Para certas condigoes, este sistema apresenta um comportamento cadtico
também. Vamos iniciar entao com a deducao das equacoes do movimento deste
sistema através da mecanica Lagrangiana.

— l;cos(6;)

—lycos(6;)

AL AL

r Y4 N
llsin(ﬂl) lzsin(Bz)

12
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Portanto, vamos calcular as energias envolvidas:

Massa 1:
71 = 1164 cos 0y e Y1 = 116, sin 6,
B+ 37 = B0

Massa 2:

Zo = 11607 cos 01 + l505 cos O

Yo = 116 sin 0 + l365 sin Oy

i3+ g3 = 120% + 201156, 0, cos(0; — 05) + 1202
Entao, T fica:

my , . . ma . 5
T:7(33%+y%)+7($§+y§)

T = %(1%0%) + %(1%0% + 211[29.10.2 COS(Gl — 92) + l%@%)

T = (’”1‘;77”2)(1%9?) + malilafs 0z cos(0r — 02) + 2 (1303)
A energia potencial U depende somente de y, entdo:
Massa 1:
U = —mgl; cos b,
Massa 2:

U = —mag(ly cos by + I3 cos bs)
Entao a energia U total sera:
U = —mqgly cos by — mag(ly cos by + I3 cos bs)
U = —(my + ma2)gly cos 1 — magls cos Oy
A Lagrangiana sera:

L=T-U

mi + mg)

L= ( B) 1%9% + % (l%@%) + m211129192 COS (01 — 92) +

(my + ma) gly cos 01 + magls cos by

Jelther Oliveira Gongalves
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Para obter a equacao para #;, devemos calcular os termos:

oL

87 = (m1 + TTLQ) l%eg + mzlllgég Ccos (91 — 92)
1

a2y
dt \ 96,
(m1 + mg) 1%6‘1 + mglllgég coS (91 — 92) + mglllgég sin (91 — 92) (91 — 92)

oL
001

Entao, ficamos com:

= —l1g (m1 + mg) — m2l1l29192 sin (91 — 92)

(m1 + mg) 1%01 + mglllgéQ COS (91 — 92) + mglllgé% sin (91 — 92) +
lig (m1 +ma)sin (61) =0

Que simplificando por Iy, fica:

(m1 -+ mg) llél -+ mQZQéQ COS (91 — 02) + mglgé% sin (91 — 92) +
g(my +mg)sin(61) =0

De forma analoga para 6s:

ai.L = mQZ%éQ + mglllgél [¢0)] (91 — 92)
004
d (0L - . - o
% (892) = m2l292 + m2l1l291 COS (91 — 92) — m2111291 Sin (91 — 92) (91 — 92)
oL S .
= m211l29192 S (91 — 92) — lgmgg Sin 92
004

Entao, ficamos com:
mal30y 4+ malyla6; cos (61 — 0a) — mali1o62 sin (6 — 0) + lymagsinfy = 0
Que simplificando por Is,fica :
malafy + mal10; cos (0y — 03) — mal162 sin (6 — 03) + magsinfy = 0

Ambas as equacbes devem ser resolvidas em termos de 6; e 0, para serem uti-
lizadas no método numérico. Ficamos entao com:

. —g(2mq 4+ mo) sin €y — magsin (61 — 262) — 2sin (01 — 02) mo (9312 + 9%11 cos (61 — 92)>
0, =

l1 (2m1 + Mo — My COS (291 — 292))

2sin (61 — 6) (9%11 (m1 + ma) + g (m1 + m2) cosby + églgmg cos (6 — 92))

0y =
2 ZQ (le —+ Mo — My COS (201 — 292))

Jelther Oliveira Gongalves
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2.2 Adequando para o método de Runge-Kutta
de 4* Ordem

Conforme visto, as 2 equacgoes do movimento para o péndulo duplo nao
possuem uma solucao analitica.

Vamos escrevé-las de forma que seja facil utilizar o método de Runge-Kutta.

Fazendo a seguinte mudanca de varidveis obteremos 4 equagoes diferenciais
de primeira ordem:

91 = W1
0y = wo

Entao:

—g (2my + mg) sinf; — magsin (0 — 263) — 2sin (0 — 03) mo (w%lz + w?ly cos (6 — 02))

wr = ll (2m1 -+ Mo — My COS (291 — 292))

oy — 2 sin (01 — 92) (w%ll (m1 + m2) + g (m1 + mg) COSs 91 + w%lgmg COS (01 — 92))
27 ly (2m1 -+ Mo — Mg COS (291 - 292))

Que podemos escrever na forma de funcoes da seguinte forma:

wi = f1 (01,02, w1,ws)
wa = f2 (01,02, w1,w2)
01 = w1 = f3 (01,02, w1,w2)
O = wa = f4(01,02,w1,w2)

Onde em f3 e fy realizamos o abuso de notagao em relacao aos parametros das
funcoes.

Jelther Oliveira Gongalves
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Portanto, a implementacao em Javascript do método numérico é:

function f1 (theta_1 , theta_2,vel_angularl,vel_angular2) {

temp = —gravidade*(2*massa1 + massa2)*Math.sin(theta_1) - massa2*gravidade*
Math.sin(theta_1 - 2*theta_2);

temp = temp - 2*Math.sin(theta_1 - theta_2)*massa2*( Math.pow(vel_angular2
;2)*comprimento_pendulo2 + Math.pow(vel_angularl,2)*comprimento_pendulol
*Math.cos(theta_1 -theta_2) );

temp = temp / (comprimento_pendulol*(2*massa1 + massa2 -massa2*Math.cos (2%
theta_l - 2%theta_2) ));

return temp;

}

function f2 (theta_1 , theta_2,vel_angularl,vel_angular2) {

temp = 2*Math.sin(theta_l - theta_2);

temp = temp * ( Math.pow(vel_angularl ,2)*comprimento_pendulol*(massal +
massa2) + gravidadex(massal + massa2)*Math.cos(theta_1) + Math.pow(
vel_angular2 ,2)*comprimento_pendulo2*Math.cos(theta_1 - theta_2) );

temp = temp / (comprimento_penduloQ*(2*massa1 + massa2 - massa2*Math.cos (2%
theta_l -2*theta_2) ));

return temp;

}

function rungeKuttaPendulo(timediff) {
var h = timediff/1000;

var a [1;
var b = [];
var ¢ = [];
var d = [];

a[0] = fi(theta_n_1,theta_n_2,vel_angular_n_1,vel_angular_n_2);
a[1] = f2(theta_n_1,theta_n_2,vel_angular_n_1,vel_angular_n_2);

a[2] = vel_angular_n_1;
a[3] = vel_angular_n_2;
b[0] fi(theta_n_1 + (h/2)*al[2] ,theta_n_2 + (h/2)*a[3] ,vel_angular_n_1 +

(h/2)*a[0] ,vel_angular_n_2 + (h/2)#*al1] );

b[1] = f2(theta_n_1 + (h/2)*al[2] ,theta_n_2 + (h/2)*al[3] ,vel_angular_n_1 +
(h/2)*al0] ,vel_angular_n_2 + (h/2)*al1]l );

b[2] = vel_angular_n_1 + (h/2)*al[0];

b[3] = vel_angular_n_2 + (h/2)*al[1];

c[0] = fi(theta_n_1 + (h/2)*b[2] ,theta_n_2 + (h/2)*b[3] ,vel_angular_n_1 +
(h/2)*b[0] ,vel_angular_n_2 + (h/2)*b[1] );

c[1] = f2(theta_n_1 + (h/2)*b[2] ,theta_n_2 + (h/2)*b[3] ,vel_angular_n_1 +
(h/2)*b[0] ,vel_angular_n_2 + (h/2)#*b[1] );

c[2] = vel_angular_n_1 + (h/2)#*b[0];

c[3] = vel_angular_n_2 + (h/2)*b[1];

d[0] = fi(theta_n_1 + h*c[2] ,theta_n_2 + h*c[3] ,vel_angular_n_1 + h*c[0] ,
vel_angular_n_2 + hxc[1] );

d[1] = f2(theta_n_1 + h*c[2] ,theta_n_2 + h*c[3] ,vel_angular_n_1 + h*c[0] ,
vel_angular_n_2 + hxc[1] );

d[2] = vel_angular_n_1 + h*c[0];

d[3] = vel_angular_n_2 + h*c[1];

theta_n_1 = theta_n_1 + (h/6)*(al2] + 2%b[2] + 2xc[2] + d[21);
theta_n_2 = theta_n_2 + (h/6)*(al3] + 2xb[3] + 2xc[3] + d[31);

vel_angular_n_1 = vel_angular_n_1 + (h/6)*(al0] + 2*xb[0] + 2xc[0] + d[0]);
vel_angular_n_2 = vel_angular_n_2 + (h/6)*(al1] + 2xb[1] + 2xc[1] + d[1]);

delete a; delete b; delete c; delete d;

Jelther Oliveira Gongalves
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2.3 Movimento caético do péndulo duplo

Este péndulo também apresenta um movimento cadtico com os mesmos
parametros iniciais em langamentos diferentes.
Vamos tomar os seguintes parametros iniciais e comparar os tragos, graficos

e diagramas de fase de cada um:

Massa 1 = 13 Kg
Massa 2 = 13 Kg
Vel. Angular Inicial 1 = 0 rad/s
Vel. Angular Inicial 2 = 0 rad/s
Comprimento do Péndulo 1 =1 m
Comprimento do Péndulo 2 = 1 m
Angulo Inicial 1 = 90°
Angulo Inicial 2 = 125°
Gravidade — 9.8 m/s?

Eixo Y Eixo Y
Lancamento 1 Lancamento 2

Figura 8: Tragos dos péndulos duplos apos 30s de movimento com os
pardmetros iniciais definidos.

Jelther Oliveira Gongalves
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Lancamento 1
Tempo decorrido em segundos no eixo X pelo

Angulo com a vertical feito pelo péndulo em Y
5

0

Angulo (rad)

Tempo (s)

Lancamento 2

Tempo decorrido em segundos no eixo X pelo

Angulo com a vertical feito pelo péndulo em Y
a

[a=] [

Angulo (rad)

A

20 30

=]
=
]

Tempo (s)

Figura 9: Graficos dos péndulos duplos apds 30s de movimento com os
pardmetros iniciais definidos.

Jelther Oliveira Gongalves
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Lancamento 1

Diagrama de fase : No eixo Y a velocidade
angular e no eixo X a posicao angular

V. Ang. (rad/s)

Pos. Ang. (rad)

Lancamento 2

Diagrama de fase : No eixo Y a velocidade
angular e no eixo X a posicao angular

V. Ang. (rad/s)

10
2 0 1 2 3
Pos. Ang. (rad)

Figura 10: Diagramas de fase dos péndulos duplos apés 30s de movimento com
0s pardmetros iniciais definidos.

Através destes graficos, podemos confirmar o movimento cadtico que pode
ser causado a partir de mesmos parametros iniciais.

Jelther Oliveira Gongalves



Conclusoes

De fato, os 2 tipos de péndulos apresentados mostram resultados interes-
santes e que sao mais faceis de analisar do que um modelo real.

O primeiro, o péndulo impulsionado, apresenta a mudanca de ponto estavel
conforme variamos os parametros de oscilacao do pivo. Em outros parametros
podemos avaliar o movimento cadtico que este apresenta.

Ja o péndulo duplo nos d& momentos interessantes de avaliacdo de como o
caos age em sistemas relativamente simples.

Finalmente, estes applets desenvolvidos em HTML5 conseguem ser uma nova
ferramenta de estudo e ensino por sua facil utilizacao em dispositivos diferentes
e por possuir uma melhor facilidade de desenvolvimento.
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Apéndice A - Método de
Runge-Kutta de 4* Ordem

Apresentacao

Em anélise numérica, os métodos de Runge-Kutta formam uma importante
familia de métodos iterativos implicitos e explicitos para resolu¢do numérica de
solucoes de equagoes diferenciais ordinarias.

Neste projeto utilizamos o método de 4* ordem, sendo este o mais utilizado.
Existem os métodos de ordem inferiores e superiores, mas para nossos propositos
o de 4* ordem ¢ o suficiente.

Vamos considerar uma EDO com PVI:

{ y/ = f(t?y)
y(to) = ¥o

Com um passo h > 0, devemos calcular:

knl = f(trmyn})L b
kn2 = f(tn + = Yn + *knl)

2 2
h h
kn: tn 5 Yn *kn
3= f( +2?J+2 2)

kna = .f(tn + h7 Yn + han)

Para entao, obter:

h
6 (knl + 2kn2 + 2kn3 + kn4)

Este é, entdo, o método mais utilizado em simulacoes fisicas.

Yn+1 = Yn +
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Generalizando para varias variaveis

Conforme visto em nossas dedugoes, as nossas equagoes ndao dependem de
somente uma variavel e sim véarias.

O método de Runge-Kutta pode ser ampliado para estas equagoes, basta
que haja uma transformacao de varidveis para obter um sistema de equagoes
diferenciais.

Entao, suponha que tenhamos m variaveis com m equagcoes:

x/l = fl (.’171,332, 7:Em)
2
fL'2 = f2 (1'1,:172, 7xm)

’

Ly = fm (1, T2y oy T)

Note que do lado direito ndo temos derivadas e que do lado esquerdo temos
somente derivadas de primeira ordem.Estas equacoes podem ser resumidas na
forma vetorial:

x =f(x)
onde X = (21, T2, ..., Z,,) € 0 vetor das variaveis e f = (f1, fa, ..., fm) 0 "vetor"das

funcoes.Entao, vamos definir o vetor de variaveis no passo n e n + 1:

Xp = (inl,na T2 n, --~;xm,n)
Kn+1 = (T1n+1, L2041 o Trmnt1)

O método fica, entdo:

én:f(i)
Bn:f_<x+}2lan>
c,=f x—i—gbn)
an:f(i+hén)

Entao, o vetor x,, 41 sera:

_ _h - S
Xn+1 = Xp + 8 (an + 2bn + 2cn + dn)
O vetor X,, 1 dard o estado das variaveis apds o passo h.
Fica entdo facil utilizar qualquer linguagem de programacao para progra-
mar applets ou mesmo simulagoes numéricas e obter resultados para inimeros
problemas fisicos que nao possuem solucoes analiticas.

Jelther Oliveira Gongalves



Apéndice B — Frameworks
Utilizados

Nos applets desenvolvidos e utilizados para obter os resultados foram uti-
lizados alguns frameworks para facilitar o desenvolvimento.

O primeiro framework foi para organizar o documento HTML, sendo este o
Bootstrap CSS Framework.

Ja o utilizado para desenvolvimento em Javascript foram os seguintes:

1. JQuery - http://jquery.com
2. Kinetic JS - http://kineticjs.com

Foi utilizado também o framework CanvasJS Charts (http://canvasjs.com/)
para mostrar graficos das animacoes em tempo real.

Nao é necessario utilizar estes frameworks para desenvolver o que foi visto,

entretanto a utilizacao deles facilita muito o desenvolvimento além de gerar uma
organizac¢ao no codigo.
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Apéndice C — Links para as
simulacoes

Aqui estdo os enderecos para os applets que foram apresentados aqui:

Péndulo Impulsionado:

http://www.ime.unicamp.br/ ra097254 /penduloimpulsionado.html
Péndulo Duplo:

http://www.ime.unicamp.br/ ra097254 /penduloduplo-rk.html

Basta utilizar um navegador recente (Google Chrome, Mozilla Firefox, Opera
, Safari ou Internet Explorer) para que as simulagbes sejam executadas.Nao é
necessario instalar nenhum plugin ou software adicional para executéa-las.

Caso voceé tenha problemas na utilizacao das simulagoes,verifique se a versao
do seu navegador é a mais recente e se todas as configuragoes relativas a drivers
estdo corretas em seu computador.
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