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Resumo

Nas andlises de dados em disciplinas experimentais pouca atencao se da ao papel
da covariancia, grandeza fundamental para a validade das andlises quando se efetua mais
de uma medicdo. Em experimentos com multimetros digitais a flutuacdo dos resultados ao
redor do comportamento médio é geralmente ordens de grandeza menor do que a precisédo
indicada nos manuais, o que dificulta a determinag&o das incertezas dos resultados finais e
0 uso de testes estatisticos (como o teste de chi-quadrado). Este trabalho descreve um
estudo sobre medicbes com multimetros digitais, com particular atencdo para a
determinacédo das covariancias e de sua importancia na analise. Para isso, foram realizados
experimentos para a determinacdo das incertezas e das covaridncias em medi¢bes de
corrente e de tensdao com 140 multimetros digitais simples comumente usados em
laboratérios didaticos. Os erros de medigdo foram estimados pela calibracdo simultanea
destes multimetros em relacdo a multimetros de precisao calibrados. Esses dados foram
utilizados para determinar as incertezas e covariancias das medi¢des dos multimetros
simples. As incertezas obtidas foram bem menores que as calculadas usando as
especificacbes do fabricante e covariancias positivas com elevados coeficientes de
correlagdo foram obtidas entre medicbes em uma mesma escala (0=+0,99) e entre em
escalas distintas (0~+0,85). A importancia dessas covariancias foi avaliada em um
experimento para a determinagéo da curva de calibragdo de um resistor, onde se observou
que as informacgdes estatisticas obtidas (as incertezas dos parametros e o chi-quadrado do
ajuste) s6 sdo corretas quando as covariancias sao consideradas. Uma proposta de
experimento didatico de nivel universitario para ilustrar as covariancias € apresentada e
testada para outros modelos de multimetros digitais.

Palavras-chave: Multimetros, Laboratérios Didaticos, Covariancias.
Introducao

Medicbes com multimetros digitais sdo muito usadas em laboratérios
didaticos por possibilitarem o estudo experimental de conceitos relacionados a
circuitos elétricos e pela importancia de ensinar como manusear um multimetro.
Nesses experimentos, geralmente sao realizadas diversas medigbes com um
mesmo equipamento. Exemplos tipicos sdo 0s experimentos para a determinacao
de curvas caracteristicas de componentes elétricos, como resistores e lampadas.

Nesses experimentos € usualmente observada uma discrepancia de quase
uma ordem de grandeza entre a amplitude da flutuagdo dos dados ao redor do
comportamento médio e as incertezas calculadas considerando-se as
especificacdes fornecidas nos manuais dos fabricantes, o que faz com que os testes
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de chi-quadrado resultem em valores muito inferiores aos numeros de graus de
liberdade. Por conta disso as incertezas dos parametros da curva caracteristica
obtidos por ajustes pelo Método dos Minimos Quadrados ndo sdo confiaveis e testes
estatisticos, como o teste de Chi-quadrado, ndo podem ser utilizados para avaliar a
qualidade dos ajustes ou a compatibilidade entre os resultados obtidos e valores de
referéncia.

Embora essa situacdo seja observada em todos o0s experimentos
envolvendo multimetros digitais em laboratorios didaticos, ndo h&d uma forma
adequada de lidar com esses resultados nem uma explicacdo convincente para sua
origem. Muitos consideram que as incertezas fornecidas pelo manual estéo

superestimadas e, portanto, reescalonam as incertezas pelo chi-quadrado (z°) de
tal modo que este se torne igual ao numero de graus de liberdade do ajuste (ngl).

[
— X
= Ooriginal\ ngl *

O objetivo desse trabalho é compreender a origem da discrepancia entre a
amplitude da flutuacdo dos dados e as incertezas fornecidas pelos fabricantes com
particular interesse na identificacdo do papel das covariancias. Inicialmente, € feita
uma revisdo de conceitos fundamentais de tratamento de dados. Em seguida, as
incertezas e correlagcbes em medi¢cdes com multimetros simples sdo determinadas
por um procedimento similar ao usado da referéncia [1] para avaliar a incerteza de
medicbes com réguas plasticas. Posteriormente, o problema da determinacdo da
curva caracteristica de um resistor € usado para ilustrar o efeito das covariancias e
um procedimento simplificado, porém conceitualmente correto, € sugerido para
analisar esses dados.

Neste caso as incertezas sdo corrigidas usando o,

orrigido

Reviséo de alguns conceitos fundamentais de tratamento de dados
experimentais: erros, incertezas e covariancias.

Embora os cursos de tratamento de dados salientem que a correta
consideracdo das incertezas € fundamental para se determinar a confiabilidade de
resultados experimentais e possibilitar a realizacdo de testes de hipéteses, pouca
atencdo € dada para o papel das covariancias, embora estas sejam necessarias
para garantir a validade dos procedimentos estatisticos de andlise de dados
envolvendo mais de uma grandeza.

Do ponto de vista formal, o erro, ¢, é definido como a diferenca entre o valor
obtido em uma medida, x, e o valor verdadeiro da grandeza, x, [2, 3]

£=X=%, (1)

e o0 desvio padrdo, o, é a raiz quadrada positiva do valor esperado do erro
quadratico médio correspondente:

o= &) @)

onde o simbolo <> indica o valor esperado da grandeza.

T O valor esperado de uma variavel aleatéria se relaciona com a funcdo densidade de
probabilidade, f , por: <(p> :I¢.f (p).de. Na pratica, o valor esperado pode ser estimado por uma

N
medida de grande exatidao, ou pela média de muitas medi¢des independentes, <¢> ~ iz% .
N ‘c
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Enquanto a incerteza de uma grandeza da informacdo sobre a provavel
amplitude do erro cometido, a covariancia entre duas grandezas indica o provavel
efeito de fontes de erro comuns a essas grandezas: uma covariancia positiva indica
que se uma das grandezas estiver subestimada (isto €, com valor abaixo do valor
verdadeiro) a outra provavelmente também estara subestimada, ao passo que uma
covariancia negativa implica que a superestimacdo de uma grandeza implica na
provavel subestimacdo da outra. Assim, a covariancia entre x e y, V., é definida

por:

Xy

Viy= <5X.5y> 3)
de tal forma que o desvio padrdo de x é igual a raiz quadrada positiva da variancia

o, = «/Vx,x = J<8X2> (a variancia é a covariancia de um dado com ele mesmo).

De maneira geral, ha covariancias entre grandezas que sado determinadas a
partir dos mesmos dados experimentais (por exemplo: os coeficientes linear e
angular de uma reta ajustada a um conjunto de dados) e entre grandezas medidas
com um mesmo instrumento (exemplo: medi¢cdes do comprimento de dois objetos
com uma mesma régua). A preocupacdao com a determinacdo das covariancias e
seus efeitos é o tema de publicagcbes recentes do BIPM [4] (Bureau Internacional
des Poids et Measures). A intensidade das covariancias é mais facil de ser

representada através do coeficiente de correlacdo, p, definido como:
\Y,
Pry =L 4)
0,.0,

Coeficientes de correlagdo +1 (-1) implicam que a superestimacdo de uma das
grandezas implica na correspondente superestimacdo (subestimacao) da outra de
uma amplitude igual a razao de suas incertezas. A covariancia (e o correspondente
coeficiente de correlacdo) entre grandezas estatisticamente independentes é zero.
Correlacbes elevadas sao observadas em diversas situacdes experimentais e, até
mesmo, entre padrdes de calibracédo disponiveis na literatura [5].

Devido a essa relacdo entre as distribuicbes dos erros envolvendo
grandezas estatisticamente correlacionadas, as covariancias precisam ser
consideradas nas expressOes de propagacdo de incerteza. A incerteza de uma
quantidade F calculada a partir de dados x;, (i=212,---,N) é dada por [2, 3]:

i,j=1 i=1 j=i+1

onde as derivadas devem ser calculadas nos valores estlmados de X, X, -+, Xy -

Um exemplo que ilustra o efeito das covariancias é a incerteza da soma ou
da diferenca de duas grandezas, x, e X,, com incertezas iguais (o, =0, =0,). No

caso de correlagdo nula as incertezas da soma e da diferenca sdo +/2.o,. Porém, no
caso de dados covariantes com correlacdo p a incerteza da soma S = x, + X,€ dada

por o, =0,,/2(l+p) e a incerteza da diferenca D=Xx —X, por o, =0,,/2(1-p).
Assim, se x, e X, tiverem correlacdo positiva de 0,8 (V,, =08.0%) a incerteza da

soma aumenta para oy =+/3,6.0,, a0 passo que a incerteza da diferenga é reduzida
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para o, =+/0,4.0,. O oposto acontece no caso de correlacdo negativa: a soma

nesse caso € mais precisa do que a diferenca. Além da expressdo da propagacao
de incerteza, as covariancias também precisam ser consideradas quando se
realizam ajustes e testes estatisticos de hipotese, como o teste de chi-quadrado [6].

Procedimento Experimental

Foram realizados experimentos de calibragdo simultanea de 140 multimetros
digitais novos, modelo Western 978MD de 3,5 digitos, que foram desembalados e
usados pela primeira vez neste experimento. As informagdes do fabricante indicam
que a precisdo das medicbes de corrente com esses multimetros nas escalas de
2 mA, 20 mA e 200 mA sédo dadas por (1,8%+ 2D), 0 que corresponde a soma de

1,8% do valor medido mais 2 vezes o digito menos significativo.

Inicialmente os erros das medicdes de corrente desses multimetros foram
estimados por medi¢cdes simultdneas da corrente em uma ligagdo em série entre
todos eles e um multimetro de acuracia elevada (Tektronix DM5520, de 6,5 digitos,
com acuracia indicada de 0,05%+10D), como mostrado na Figura 1, com NA=132.

Figura 1: Esquema da montagem utilizada para estimar os erros em medi¢des dos
multimetros por meio de NA ligagdes em série com um amperimetro de precisdo e/ou NV
ligacGes em paralelo com um voltimetro de precisédo. [créditos da foto: Paulo R. Pascholati]

O painel esquerdo da Figura 2 apresenta histogramas dos resultados de
medicbes de corrente com 132 multimetros para trés valores de corrente.
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Figura 2: (a-c) Histogramas de medi¢des de correntes na escala de 20 mA. Nos trés
histogramas, a eixo horizontal abrange intervalos de mesma largura (d): Relagdo entre a
corrente e as incertezas calculadas nesse trabalho (pontos azuis) para medi¢des na escala
de 20 mA. A precisédo calculada de acordo com o manual é indicada pela linha vermelha.
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Observa-se nas Figuras 2(a-c) que a dispersao dos resultados cresce com o
aumento da corrente. Isso € mais facil de ver na Figura 2(d), que apresenta a
relacdo entre o valor da corrente medida pelo multimetro e as incertezas, as quais

foram estimadas por:
1 N
o= nzE) (6)
k=1

onde os erros foram calculados usando a equacéo (1) e considerando-se a medicéo
do multimetro de precisdo como o valor verdadeiro da corrente.

Na Figura 2(d) também é apresentada a precisdo calculada considerando-se
as informacdes do fabricante: nota-se claramente que as incertezas das medi¢oes
sdao bem menores: para uma corrente | a incerteza € aproximadamente
o, =0,004.1 . De fato, as especificacdes de preciséo do fabricante ndo correspondem

a incerteza padrdo [7], mas sdo incertezas expandidas para cobrir um intervalo de
confianca desejado, usualmente de 99%.

Em principio, o valor obtido na medicdo e a incerteza estimada dessa forma,
juntamente com a consideracao de que a distribuicdo dos erros € aproximadamente
gaussiana, fornecem toda a informacédo estatistica necessaria sobre o resultado de
uma medicdo com esses multimetros e possibilitam a plena utilizacdo do resultado.
Porém, se mais de uma medicao for feita com um mesmo aparelho, as covariancias
também precisam ser conhecidas.

De fato, os erros em medicdes de correntes distintas feitas com um mesmo
instrumento apresentam sempre a mesma tendéncia, como ilustrado na Figura 3,
que mostra as medicbes de trés multimetros em alguns valores de corrente. O
multimetro ao centro nessa figura foi escolhido por ser um dos que apresentaram o0s
menores valores dentre todos os multimetros utilizados, enquanto o da direita por
ser um dos que apresentavam os valores mais elevados.

(b) N=132 dados, p=+0.997
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Figura 3: llustragdo das covariancias entre medicdes com um mesmo multimetro. No grafico
da direita é apresentada a distribuicdo das medic6es feitas com cada um dos 132
multimetros em dois valores de corrente (~13,4 mA e ~17,7 mA), mostrando a elevada
correlagdo entre essas medigdes. Os pontos destacados indicam aos dados
correspondentes aos multimetros mostrados no painel da esquerda.
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Uma representacdo grafica da dependéncia comum dos erros (que € a
origem as covariancias) pode ser vista no gréafico de correlacdo no painel direito da
Figura 3. Esse grafico mostra uma clara tendéncia entre os erros de medicdes
distintas feitas com um mesmo aparelho, o que corresponde a uma covariancia
positiva elevada (o coeficiente de correlacdo desses dados é +0,99).

Na Figura4 é apresentada uma compilacdo das correlacdes entre as
medicdes dos multimetros em diversos valores de corrente e de tensdo envolvendo
escalas distintas. Os coeficientes de correlacdo sdo geralmente positivos e bastante
elevados: os coeficientes de correlacdo entre as medicdes em uma mesma escala
sdo de cerca de +0,99, tanto para corrente [Figura 4(a-b)] quanto para tensé&o
[Figura 4(c-d)]. Ja para medi¢cdes em escalas distintas [Figura 4(e-f)] as correlacbes
sdo cerca de +0,85. Além disso, grandes correlagbes positivas (~+0,8) sao

observadas entre medicfes de tensao e de corrente [Figura 4(g-h)].
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Figura 4: Correlagdes entre as medi¢Bes obtidas com cada um dos multimetros valores e
escalas distintas, mostrando a existéncia de fortes correlacdes positivas entre as medi¢bes
efetuadas com o mesmo multimetro em uma mesma escala (a-d, p =+0,99), em escalas

distintas (e-f, o =+0,85) e, até mesmo, quando medindo grandezas distintas (g-h,
p =+0,8). As medigdes de tenséo foram realizadas com apenas alguns dos multimetros.

Proposta de experimento didatico sobre covariancias em multimetros

O efeito das correlacbes elevadas pode ser visto no experimento para
Laboratérios Didaticos em nivel universitario que propomos a seguir. Ao inves de
cada grupo usar um par de multimetros para determinar a curva caracteristica de um
resistor diferente, a ideia é fazer um unico circuito coletivo, similar ao mostrado na
Figura 1, com todos os multimetros da sala: metade deles ligados em série medindo
a corrente total e metade ligados em paralelo com resistor medindo a tensao sobre o
resistor. Nos exemplos mostrados a seguir, foram utilizados NA=NV=10 multimetros.

Cada grupo fica responsavel por registrar e analisar os dados de um par de
multimetros, como em um experimento tradicional. Inicialmente se considera a
informacao de precisdo do fabricante como estimativa de incerteza, sem considerar
as covariancias. Isso faz com que os valores de chi-quadrado dos ajustes sejam
ordens de grandeza inferiores ao numero de graus de liberdade: nos testes
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realizados com diversos tipos de multimetros existentes nos Laboratorios Didaticos
do IFUSP os valores dos Chi-quadrados obtidos foram cerca de um milésimo do

namero de graus de liberdade ( z2 =0,001). Convém lembrar que a diferenca entre a

incerteza e a especificacdo de precisdo do fabricante mostrada na Figura 2 (um fator
menor que 5) ndo pode explicar esses valores tao baixos de chi-quadrado.

De fato, isso se deve as elevadas covariancias entre os resultados de
medicdes feitos com um mesmo aparelho, que fazem com que a amplitude das
flutuacbes dos dados ao redor do comportamento médio seja muito menor que as
incertezas, uma vez que 0s erros cometidos em todas as medi¢cOes feitas com um
mesmo multimetro seguem um mesmo padrdo e praticamente ndo produzem
flutuagéo. O efeito das covariancias pode ser visualizado na Figura 5(a), que mostra
que os dados das curvas caracteristicas ficam muito bem alinhados, embora os
coeficientes angulares obtidos com pares distintos de multimetros sdo muito
diferentes uns dos outros Figura 5(b-c).
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Figura 5: (a) Curvas caracteristicas de resistores com multimetros e respectivos erros. Os
pontos em azul e em vermelho correspondem a diferentes pares de multimetros e a linha
em preto foi calculada usando a resisténcia equivalente (s6 as barras de erro do quinto e do
ultimo ponto foram mostradas). (b-d) Valores dos coeficientes em ajustes (b) tradicionais, (c)

com corregdo da incerteza pelo ;(2, e (d) combinando multimetros diferentes.

Devido as covariancias, as incertezas dos parametros ajustados estao
erradas e o teste de chi-quadrado néo pode ser utilizado para corrigir as incertezas,
uma vez que os dados néo séo estatisticamente independentes. De fato, a incerteza
fornecida pelo ajuste para o coeficiente linear é cerca de 10 vezes maior que a real
[Figura 5(b)]. Por outro lado, quando as incertezas s&o corrigidas pelo y* a incerteza
do coeficiente angular se torna cerca de 20 vezes menor que a real [Figura 5(c)].

Para contornar esse problema e para salientar o papel das correlacoes,
propomos uma solugéo conceitual para esse problema: realizar um novo ajuste da
curva caracteristica usando apenas uma informacdo experimental de cada
multimetro. Nesse caso os dados séo estatisticamente independentes, 0 que permite

corrigir as incertezas pelo y°. Isso possibilita obter resultados estatisticamente

adequados para os dois coeficientes ajustados [Figura 5(c)]. Uma solucdo mais
completa do problema seria fazer os ajustes com incertezas e covariancias corretas,

porém, isso exigiria um estudo completo sobre as incertezas e covariancias para o
modelo de multimetro utilizado.
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Conclusao

A existéncia de covariancias elevadas entre as medi¢fes realizadas com um
mesmo equipamento € recorrente em atividades experimentais e precisa ser
discutida nos laboratérios didaticos de nivel universitario. Como mostrado nesse
trabalho para o caso da determinacdo da curva caracteristica de resistores com
multimetros digitais, ignorar as covariancias pode levar a resultados com incertezas
erradas por fatores maiores do que 10.

Um ponto a ser salientado é que as covariancias podem tanto aumentar
qguanto diminuir as incertezas dos valores calculados, de tal modo que ha situacdes
em que a realizacdo de medi¢cdes com um mesmo equipamento possibilita reduzir a
incerteza do resultado final, ampliando a sensibilidade do experimento. Um exemplo
€ a medida da diferenca entre a tensdo de duas pilhas: usando um mesmo
multimetro a incerteza € muito menor do que com multimetros distintos (pois,

Op = a“/zil—pi). Por outro lado, a incerteza na soma das tensdes das duas pilhas é
maior quando se utiliza 0 mesmo multimetro (o, = o,,/2(1+ p)).
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